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二叉树上的二人对策着色
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[摘要] 讨论在图上放松的二人对策着色，利用分裂已被着色顶点的方法，给出了^Jice的获胜对策．证明了如

果图G是二叉树，且￡：2，d≥2，则Alice有一个获胜对策．
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0引言

1990年Bodlaender在关于计算机科学中的图理论专题讨论会上做了“关于某些着色策略的计算复杂

性”的专题报告，基于图的正常顶点着色的概念，引入了图的对策着色的概念．随后Faigle，Kem，Kierstead

和Trotter做了拓展．设G=(y，E)是有限图，f，d是正整数，x是f种颜色的集合．图G的顶点着色是从图

G的顶点集I，到颜色集合x的一个映射c：y—x．如果对图G的任意一条边u口∈E，顶点u和口都着不

同颜色，则称图G的这种顶点着色为图G的正常顶点着色．图的对策着色是根据两个人(Alice和Bob)在图

上做顶点着色提出的．即，由Alice开始，Alice和Bob两个人轮流选取X中的颜色对图G的顶点进行着色，

每次每人着一个顶点．Alice试图给图G一个正常顶点着色，而Bob则设法阻止该事件发生．每一步都包括

一个人选取一个位被着色的顶点，并从x中选取颜色来对它进行着色，使得它的颜色不同于它邻点的颜

色．若凡=l y(G)l步后，G被正常顶点着色，则Alice获胜．若在图G全部顶点被着色之前出现僵局，即在

每一个尚未着色的顶点的邻点上出现了x中的所有颜色，则Bob获胜．图G的这种顶点对策着色称为图G

的正常顶点对策着色．图G的对策色数x。(G)是图G的正常顶点对策着色所需的最少颜色数．

这篇文章讨论的是图的对策着色的变形，即放松度为d的对策着色：由Alice开始，Alice和Bob两个人

轮流选取x中的颜色对图G的顶点进行着色，每次每人着一个顶点．如果图G的顶点z着颜色c后，由图G

着颜色c的顶点导出的子图的顶点最大度至多是d，则称颜色c对顶点戈来说是可行色．每次A1iee和Bob

必须用可行色对图G的未被着色的顶点进行着色．如果图G的所有顶点都被着色或者还有顶点没有可行

色去着色，则着色结束．Alice的目标是实现对图G的所有顶点进行可行着色，而B0b的目标就是要破坏

Alice实现她的目标．如果经过n=I y(G)1次着色，图G的所有顶点被可行着色了，则称Alice是获胜者．

如果在图G的所有顶点未全部被可行着色之前出现了僵局，即图G还有顶点没有可行色去着色，则称Bob

是获胜者．为了方便，称图G上的放松度为d的对策着色为G上的(￡，d)一对策着色，其中f：I x I．

放松度为O的对策着色就是一般的对策着色，在文[2，3，6]中有所论述．图G的放松度为d的对策色

数x∥(G)就是在图G上的放松度为d的对策着色过程中Alice能获胜所需的最少颜色数，即集合x的最

小基数．)[了’(G)就是Bodlaender在[2]中所引入的对策色数x。(G)．图的放松对策着色和图的放松对策色

数起先由x．zhu在[4]中所介绍．

图族r的放松度为d的对策色数定义为：

(d)r m fmax{z∥’(G)：G∈r} 若；[∥(G)皆是有限值，
z s u卜l∞ 否则．L∞乍峙IⅡ¨
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边．若d(省，，，)：2，则Alice就选路只上未被着色的顶点来着色(如果有多个这样的树干，Alice可任选其

一)．如果树丁的所有有两个树叶被着色的树干中两个已被着色的树叶之间的距离大于2，则Alice就任选

其中一个树干中连接两个已被着色的树叶的路上与M一点距离为2的顶点来着色．

4)如果树丁的所錾型季鬟埏鬻～专简墓荐菩龠；鏊亡il；量静葙錾一裂霎酽鼎掣爨囊荔冀薄搓。鳞鬻萋寝攀琴蠹藿鬟嚣i

雾韵瓣例鬻掣馅蒌鎏ii毫耋兼鋈辩嚣练鋈璧一焉娅都嚣=|』贝妻；i每謇娃圳疆翔答侣撕豢釜基耄些曼j

i；藿霪鬟藿W羹蚕攀婴萎霉爨或者看夔羹黧藤；型霎要雾氚型墓囊露蟛篓i鬟竺il!，翁整-薹带产～萋

固。意Ⅳ；嘉；i孽三非鲐≯零蕊一匿奏鍪。

霎l著爨曼薹蕃囊羹蠹薹；毽誉匿；耋；ii囊雾型募∥菇蓁i冀·姐丝囊霪)≠17(％)．(2)“仁”对于∥中任二承点不同的分子以，％，由题设有姐《)，：，从而有y；∈叩(奶)使％≤y：，

或者有％≤xj，从而有搿i∈叩(儿)使％≤戈i，所以(∥，艿)是Ⅳ一％空间．

“j”由定义不妨设有P∈7一(‰)，使％≤P，这时得到翰《y：．

定理2．4设(∥，d)是{(群，盈)}。∈，的乘积空间，如果对任意的￡∈r，(弘，抗)是Ⅳ一％空间，则

(∥，艿)也是Ⅳ一 孔空间．

证明 设对任意的￡∈ 丁，(群，国)是Ⅳ一兀空间，对任意的％，儿，其中戈={知}。∈，∈X，y=

{y。}。∈，∈x，戈≠)，，A，∥∈M(￡)，则必有r∈丁，戈，≠y，．因为(口，艿，)是Ⅳ一％空间，故有B，∈

7((儿)，)，使 (砟)。≤B，，或者有曰，∈7((t)。)使(儿)，≤曰，．不妨设前者成立，这时显然有Pjl(B，)∈

】7(咒。)且鼽≤P j1(日，)，所以(∥，艿)是Ⅳ一％空间．

注意定理2．4的逆命题不一定成立．

例1 设x。：{戈1 }，x：={戈2，y2}．在X，上定义F拓扑艿7。={c c∈[0，1]}，在x：上定义F拓扑

87：：{、1，0，戈≥v y；，y；}．对F拓扑空间(x：，占：)中的点y；与石；，不存在y；的闭远域与戈；的闭远域满

足Ⅳ一％的要求，因 此(x：，艿：)不是Ⅳ一％的；但(x。，艿。)与(x：，艿：)的积空间(x，艿)是Ⅳ一％的．事

实上，设％与扎为r 中二承点不同的点，其中A，卢∈(0，1]，则必有戈=(戈1，Ⅳ2)，y=(z1，y2)．下面分四

种情况讨论：

(1) 若A<p，因戈：∈叩(艽：)，使戈：≤戈：，所以pil(戈j)∈叩()，，)，使％≤pil(戈j)；
(2) 若A>p，因戈：∈叩(并j)，使戈：≤x：，所以pi‘(戈：)∈17(杨)，使％≤pil(戈：)；

(3) 若A=卢>告，存在P=pil(戈冬V y；)∈7(瓤)，使扎≤P；

(4) 若A=p≤告，存在Q=pil(y；)=戈：×y；∈叩(瓢)，使％≤Q．

综上所述知(X，艿)是J7v一％空间．

定理2．s|7、r一％分离性是同胚不变的．

证明 设两LF拓扑空间(L}，艿，)与(￡；：，艿：)同胚，，为其同胚序同态，又设(崔-，艿。)是|7V一％的．

现对V 戈2，y2∈x：，戈2≠y2及V A：，口：∈肘(L：)，由于厂是同胚序同态，所以存在惟一的戈1，，，1∈x，，

／(菇 j，)=戈j，，／(y：、)=y乙，A，，p。∈肘(厶。)．又(讲-，艿。)是Ⅳ一死的，不妨设存在Q。∈叩一(y：，)，使石：、

≤Q。 ．记Q：=厂(Q。)，则Q：∈叩一(y：，)，石j．≤Q：，因此(￡：：，艿：)是，v一孔的．

定理2 ．6 (￡1，d)是Ⅳ一r1的§V戈，y∈x，戈≠)，及V A∈M(L)，有P∈印(‰)使yl≤P；

推论1 若(∥，艿)是Ⅳ一r。的，则V戈，y∈x，戈≠y及V A，弘∈M(￡)，存在P∈叩(瓢)，使y，≤

P；反之未必成立．见后面的例7．

引理 设(∥，艿)是Ⅳ一r，空间，4=儿∈∥，则A的任一附着点必为弘型，即y：≤y。．

证明 设 钆为4的附着点，则％≤)，：≤)，i．又因为(∥，d)是Ⅳ一r。空间，故yi=y。，从而石=

)，，命 题得证．

推论2 设(∥，d)是，v—r。空间，4=儿∈肘‘(∥)，则A的任一聚点必为弘型，且A≤卢．
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之前被着色．否则，顶点5就成了A一点了，矛盾．而且Bob给顶点5着色后部分着色二叉树丁中没有含顶

点6或7且有三个树叶已被着色的树干．因此A1ice可在B0b给顶点5着色后立即选顶点4来着色．

情形3 如果顶点3和5都是A一点．不失一般性，设顶点5在顶点3之前被着色．由断言1的证明和

上述A1ice为自己选的顶点选色的方法可知，顶点1和2不可能都在顶点3被着色之前被着颜色口．否则，如

果顶点l和2都在顶点3被着色之前被着颜色o，由上述Alice为自己选的顶点选色的方法可知，顶点3应

被着颜色6．如果顶点l和2都不在顶点3被着色之前被着色．如果在顶点3未被着色之前，部分着色二叉

树丁中的含有顶点3和顶点5的树干只有一个已被着色的树叶，即顶点5，则Alice可先选顶点4来着色．如

果在顶点3未被着色之前，部分着色二叉树r中的含有顶点3和顶点5的树干只有两个或有三个已被着色

的树叶，由上述Alice为自己选的顶点选色的方法可知，顶点3应被着颜色6．若顶点1，2中有一个顶点(不

妨设顶点1)在顶点3被着色之前被着颜色口，若顶点2不在顶点3被着色之前被着色，由断言1的证明和

上述Alice为自己选的顶点选色的方法可知，顶点3应被着颜色6，或顶点4在顶点3被着色之前已经被着

色．若顶点2在顶点3被着色之前被着色，由前面的论证知，顶点2只能着颜色6．因为树丁是二叉树，因此

顶点4可着颜色Ⅱ．

这样我们就证明了断言2．

对于上面没有讨论到的情形，根据断言2，A1iee能为顶点“选到可行色．

因此在这个对策着色中，Aliee有一个获胜对策．

注定理2．1的结论对所有顶点的度都不大于3的树也成立．
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Ak；n靛t：In t|lis paper，t}le relaxed two_person game coloIir塔on grap}ls was discussed．By splitting colored vemces，the win—

nillg stmtegy for灿ice was obtained．Me锄w¨1e，it is pmved t}la“f G is abinary tree and t=2，d≥3，then mice has a耐n-

11ing s叻tegy．
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