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求解具有长条型内边界的二维调和外问题的
一种非重叠型区域分解算法

黄红英，朱薇

(南京师范大学数学与计算机科学学院，210097，江苏，南京)

[摘要】 以二维调和外问题为例，提出一种带椭圆型人工边界的非重叠型区域分解算法．理论分析及数值实

验表明，用该方法求解带长条型内边界的外问题是十分有效的．
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0 引言

许多科学和工程计算问题都归结为无界区域上的偏微分方程边值问题．边界归化是求解某些无界区

域边值问题的强有力的手段．有限元与边界元耦合法已逐渐成为求解无界区域问题的主要方法．尤其是自

然边界元与有限元耦合法有许多独特的特点，但耦合法刚度矩阵已不再是带状稀疏的，已有的有限元标准

程序也不能被直接利用．近几年随着区域分解算法的兴起，人们对无界区域问题的区域分解算法表现出浓

厚的兴趣．于是人们又提出了基于自然边界归化的一类重叠型和不重叠型区域分解算法15_11|．这些算法

中，人们通常选取圆周或球面作为人工边界，但对具有长条型内边界外问题，以圆周或球面作为人工边界

并非最佳选择，将会导致大量的计算，甚至无法获得满意的结果，而采用椭圆型人工边界能大大缩小计算

区域．

本文在文[2，3]的基础上，以二维调和外问题为例，提出一种基于椭圆型人工边界的非重叠型区域分

解算法，并讨论其离散问题迭代的收敛性，证明其收敛速度与有限元网格粗细无关，数值例子的计算结果

与理论分析完全一致．

1椭圆外区域上的P0is舳n积分公式和自然积分方程

首先利用椭圆坐标的一些性质导出椭圆外区域上的Poisson积分公式和自然积分公式，这为本文的算

法奠定基础．对平面上一点，其椭圆坐标(p，P)与直角坐标(z，，，)的关系如下：

{一0 c??∥?叩’ (1)
Ly 2．，o slnn户sHl驴’

其中^为正常数，cosh，sinh为分别表示双曲余弦和双曲正弦．当肛取不同的正常数时，(1)描述了平面上

的一族共焦椭圆，它们的公共焦点是“．厶，0)．据文[2]可知

定理1．1【21 变换(1)有下列性质：

1)变换(1)的Jacobi行列式为：

．，=五2cosh2∥sin2 P+^2sinh2∥cos2 p． (2)

．，=O当且仅当(戈，y)=(±^，0)．

2)对“∈C2(R2)，

象+嘉=．，(舅+雾)． (3)君+韬叫I孬+虿卜 L3’
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3)设L：={(户，妒)：产=口，≯∈[0，2丌]}为椭圆外区域{(卢，妒)：p>a>0，P∈[0，2丌]}的内边

界，v为r口上的单位外法向量，则

碧=一考嚣． ㈤瓦2一万瓦‘ H，

设r0是平面内分段光滑(或光滑)闭曲线，n是不含原点的以11。为边界的外部区域．考虑Poisson方程

Diriehlet外问题

{：笔0’繁 ㈤

附加u有界这一无穷远边界条件，问题(5)存在惟一解．若r。={(p，9)：p=a，a>O，9∈[O，2丌]}为

椭圆时，且uo为(5)的解在工10上的Diriehlet边值，根据自然边界归化原理(见[1—3，10])，有Poisson积分

公式

u=Puo，弘>a (6)

及自然积分方程

“。=托“o，p=a (7)

其中P为Poisson积分算子，K为自然积分算子．应用分离变量法可得

Puo=∑％eh¨”小洒9， (8)

及

‰=去∑l n I。。em9， (9)

' rZF

其中o。=去l M。(口，9 7)e。1“∥却7，凡=^2(cosh2dsin2妒+sinh2acos2 9)，i=√1．
厶儿J 0

2 D．N交替法的构造及其收敛性

下面给出求解一般外区域的边值问题(5)基于自然边界归化的非重叠型区域分解算法(即D．N交替

法)．以原点为中心，作椭圆r。={(∥，≯)：∥=户。，卢。>0，9∈[O，2丌]}包围内边界凡，且dist(r。，R)

>O．椭圆11。将外区域n分成由11。与r。围成的有界区域n。及以11。为内边界的外区域Q：，且Q：和n，

互不重叠．现构造D．N交替算法如下：

步1 选初始值Ao∈讲(r，)，n：o．

步2 在n：上解Dirichlet问题

f一△“：=o，
in n：’

(10)
l“：：A“， on r1．

¨w

步3 在n．上解混合边值问题

一△“：=0， in国l，

“：=H。， 。n n，
(11)

a“： a“： 。

石2一瓦，咖j l‘
步4 在厂，上令A”1=臼。“：+(1一以)A“．

步5置n=凡+1，转第2步．

注意到第2步是求解椭圆外区域的Dirichlet问题．而第3步仅需问题(10)的解在r。上的外法向导数．

于是不需要直接求解(1。)式，只要应用自然积分公式(7)由A”求出爰，即蓑=Ⅳ(A“)=7杀。妻I n I

6ne⋯9，6。=赤j。A“e一叫却7，．，-为椭圆坐标变换在r，上的Jacobi行列式．第3步用标准有限元求解力。内
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E训<(1一日。)2 F． (18)

若设

G。(严-)=1一H。(∥-)=万而矗Ⅳ·

则有

∥=(1—2臼。)2 F+27r∑—告l口。陬G。(卢。)(臼。G。(F-)一4臼。+2)．
又设

． 2
02 2淝f1丽’

由计算得艿：=襄鬻，若取臼。(n=l，2，⋯)满足
艿2≤臼。<1． (19)

则有

∥“<(1—2臼。)2∥． (20)

综上所述，只要口。∈(O，1)，当n一∞时，∥单调下降趋于零．又由e?l r^：。及有限元理论知

㈦11．n】≤c-(1 e?11．n1+l j r e?ds I)=c·I e?h·
和

㈦h小c：㈦{∥
于是有

||e?l㈢n．≤c·E“—，o，n一∞．

从而D．N交替算法收敛．

注l 由式(17)～(20)可知，当日。∈(0．5，0．66)时，D—N交替算法收敛的更快．第5节的数值例子也

证实了这一点．

5 数值例子

在下面的数值例子中，区域力为椭圆周ro={(卢，9)I F。=∥。，9∈[o，2丌]}的外部区域．取人工边

界为椭圆r。={(p，9)I p=p。，9∈[O，2Tc]}．对有界区域Q。作如下有限元剖分：先将区间[0，2玎]分成

Ⅳ等分，相应的在椭圆周R，r。上各有J7、r个分点，让边界r0和厂。上的节点与这些分点重合．连接r。和

r．上对应节点，得到Ⅳ条径向线段，再将这些径向线段M等分得其余节点，最后通过这些节点得到Q．上

的一个三角形单元剖分．计算B的元素时，用∑替换公式中的∑．用m表示历。上的节点总数．

我们用e表示历-上的最大节点误差e(凡)=，苎P．I u(P。)一M：一(只)l·用e一表示前后两步解在节
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表l蕴1上的节点最大相对误差

迭代次数(n)

O 1 2 3 4 5

例2 为了得到收敛速度与网格及收敛

速度与人工边界上的∥值的关系，取u。=

cosh卢ocos驴

^(cosh2po—sin2驴)’
松弛因子臼。=O．58，再

分别取Ⅳ：8，M=2，m=24；Ⅳ：16，肘=

4，m=80；Ⅳ=32，M=8，，孔=288．并分别

表3 1i H一蜥11。。p时迭代次数与松弛因子的关系

用^，矗／2，^／4表示这三套网格，卢。=0．5时相关的数值结果分别由表4、表5和表6所示：
表4 pl=2时节点最大误差
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