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于是，对充分大的n，有

。想i工("≯){>争o，
因为，。为珐上的亚纯函数，且五≠o，则1惦在珐上全纯，即l怃在西譬：{三：I z—z。l≤害}上全纯．
从而有

1
——————1■一一

工(z。+号e埘)
由最大模原理，有

．：篡菩丽<百’
于是，

min。I厶(z)I>鲁>o．
1：一龟l≤蚩

一

故存在{工}的子序列在D要上按球面距离局部一致收敛．

情形2．2 g；0．则{工}在仇。上局部一致收敛到0．从而{工¨’}，{工¨“’}也局部一致收敛到0，即

工．(z)，(^，(。))7也局部一致收敛到0．于是，对充分大的n，由辐角原理，我们有

懈晌^一·)一Ⅳ㈦。，寿)l=|扎吲：喜群d三l<-
即

Ⅳ(害向，^一·)：Ⅳ㈢m南)．
因为^(z)一l的极点重数至少为后+1，所以，工。(z)一1的零点重数也至少为后+1．下面再分两种情况讨

论：

情形2．2．1 存在无限多个正整数n使得^，(z)一1=工‘‘’(z)+o。(彳)工‘卜¨(z)十⋯+nt(z)／：。(z)

一1在z。的零点重数大于后+4+专．我们说G={工，n∈．s}在D§上正规．事实上，假设G在D§上不
正规．则由引理5，我们有，^∈G，磊∈D鲁，陆一o+使得陌Z(磊+B善)=肌(善)按球面距离局部一致

收敛到非常数的亚纯函数g(善)．所以，

g∥(f)一1：【Z‘’(刁+B善)+∑。，(刁+B善)乃‘川(刁+B善)一1]一∑n，(弓+阿善)乃‘川(刁+Bf)

并有，

∑。，(2I+B})∥“。’(弓+B筝)=∑。。(巧+PJf)fD；¨g；nD(r)

因为n。(z)，n，(z)，⋯，口¨(z)在D上解析．所以，当歹充分大时有，

}n。(弓+B善)}≤M(L≯，。。(z))<∞ (i=o，1，⋯，七一1)

因为∑血，(弓+B善)lD∥g≯”(善)在D专。={}：I善一岛l<专艿}上一致收敛到o．

所以

gj‘’(善)+∑o，(刁+B善)Z“D(刁+B善)一1
f=1

在D去。：{善：I善一善。I<告艿}上局部一致收敛到g(t’(善)一1．即五(z)一l在D告8：
一36—
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{艿}上一致收敛到g㈨’(善)一1．

于是，由HuⅢitz定理知，g≠o且g“’一1的零点重数大于南+4+专．从而，由引理3知，g为常数．矛盾．

所以，存在{工}的子序列在D{。内按球面距离局部一致收敛．

情形2．2．2 存在无限多个正整数n使得工．(。)一1=工¨’(z)+o，(彳)厶“‘1’(z)+⋯+o。(彳)工(三)

一1在z。的零点重数为f(是+1≤f≤后+4+÷)．我们说G={工，n∈．s。}在D軎内正规．假设不正规，

则由引理5，我们有工∈G，磊∈D害，陆一o+使得KZ(％+n善)=繇(})按球面距离局部一致收敛到

非常数的亚纯函数g(亭)．所以，
k一1 ^一l

gj‘’(善)一1=[Z‘’(刁+B善)+∑口。(弓+R})乃‘川(刁+R善)一1]一∑o。(弓+B善)乃“。’(刁+B善)
f=1 Z=l

并有，
々一1 I一1

∑口。(刁+R善)Z“”(刁+R善)=∑o。(弓+B善)lD；。gj扛”(善)

因为o。(z)，口。(彳)⋯．，口¨(z)在D上解析．所以，当J充分大时有，

J。；(刁+B})J≤肘(L軎』，o。(名))<∞ (i=o，1，⋯，矗一1)

^一1 ．

因为∑口。(弓+B善)lD≯g严”(f)在D告。={善：l善一岛I<专艿}上一致收敛到o．
￡=O

一

所以
t—l

∥(f)+∑。。(弓+Bf)乃扣。’(弓+Rf)一l
f=l

在D{8={善：l善一善。l<告艿}上一致收敛到g“’(善)一1．即^(z)一1在D丢d={善：I善一乳l<告艿}

上一致收敛到g¨’(善)一1．

于是，由HuⅢitz定理可知，g≠0且g¨’一l的零点重数至少为Z．我们说g‘¨一1只有一个零点．事

实上，假设f。和善：为g¨’一1的2个互相判别的零点．则g‘¨一1在善。和f：的零点重数至少为Z．令7为

含有善。和善：的简单闭曲线，且g在y上无零点，在y上及y内无极点．则鳊(善)在y内和)，上一致收敛

到g(善)，所以，五(彳)一1在)，内和y上一致收敛到g¨’一1．由辐角原理，对充分大的n，在y内，以(三)一1

与g¨’一l有相同的零点数(计重数)．但是，^(z)一1只有z个零点(计重数)，g“’一1却有至少2f个零点

(计重数)，矛盾．

由上述讨论可知，g¨’一1只有一个零点且重数为Z．因为氍‘‘’在D喜。内有f个极点(计重数)，g‘‘’在

髟内至多有2个极点(计重数)．假设g¨’的极点个数大于f．选择尺>0，使得g㈨’在仇={z：l z I<刚

内的极点个数至少为Z+1．且在‰={z：f z|_R}上g‘‘’≠∞，g‘‘’≠1．因为gn在7R上一致收敛到

g，所以，在y。上鳊¨’一l一致收敛到g¨’一1．从而，对充分大的n，

l[g。‘‘’(})一1]一[g‘‘’(苫)一1]I<I g‘‘’(善)一1 I，善∈yR

由儒歇定理[1]可知，在珐内，g‘‘’和虢¨’的极点个数相同(计重数)．但鳊‘‘’至多有z个极点，而g‘‘’却

有f+1个极点，矛盾．

从而有，

(i)g≠0

(ii)g㈨一1只有一个零点且重数为f

(iii)g¨’至多有f个极点(计重数)．

我们说没有这样的函数存在，其证明与[7]中定理l的证明完全类似，故从略．

一37—
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