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引理2 若G是一个非一3．可选色图，且G的每一个非空真子集y”c y的导出子图G[y+]是3一可

选色的，则G的任何一个长度为偶数的圈C必至少含有一个4+．顶点．

证明 设c为长度为2凡的偶圈，且设对所有的”∈c均有2≤d。(秽)≤3，￡是G的一个色表簇且

l￡(”)l：3，V秽∈y(G)．由假设，存在一个在映射j5。下G。(G。=G—C)的k一着色．

令￡7={￡7(∥。)：1≤i≤2n}并且￡7(秽。)=L(秽。)＼{声o(“)：“∈ⅣG(秽。)＼C}．

易见l L7(秽)l≥2．又由引理1，每一个偶圈是2．可选色的，所以长度为偶数的圈秽。秽：秽，⋯秽：。秽。是2．

可选色的．即存在一个在映射声7下偶圈c的￡7．着色，由两个映射声。及声7的合成立即可以得到图G的一

个L着色，矛盾．

2 主要结论

定理l 若G是一个围长至少为4的平面图，且G中无6．，8．和9．圈，则G是3．可选色的．

证明 G是一个满足条件的阶最小的反例，易见艿(G)≥3，对所有戈∈y U F定义一个权值叫，令

m)：掣一l若z∈y；础)：掣一1若戈∈F；
根据欧拉公式I y I+l F J—I E I=2，有：

。菇，(掣一t)+羔(半一t)一 ㈩

根据G不含长度为6．，8．和9．的圈，有以下的断言：

(0。)一个4．面不能和另一个4．面相邻；

(D：)一个5．面不能和另一个5．面相邻；

(D，)一个7．面不能和另一个4．面相邻；

(D。)一个5．面至多只能与一个4．面相邻；

(0，)一个lo+．面的边界上两条连续的边删，俐分别与两个4一面或者是两个5．面相邻，则影必为一

个4+．顶点；

对所有的戈∈y U F通过移动元素之间的权则可以得到一个新的权函数叫。(戈)，则同样应该有

∑∞’(z)=一2．若权的移动导致对所有的z∈y U F，∞+(z)≥o，则得到矛盾，从而完成定理的证明．

权的移动根据以下规则：

(尺。)从每个4+一顶点到每个关联的4+一面，移嘉；

(Rz)从每个4+-面到每个关联的3-顶点，移高；

(尺，)从每个5-面到每个相邻的4一面，移刍；

(R。)从每个7_面到每个相邻的5一面，移志；

(Rs)从每个10+-面到每个相邻的4-面，移尚；

(尺。)从每个10+一面到每个相邻的5一面，移熹；

令”是图G的一个岛顶点：当后=3时，则秽和3个4+-顶点相关联，由Rz有：叫+(刨)=叫(∥)+未

=o；当后≥4时，则秽和后个4+．面相关联，由尺。有：cU+(秽)=叫(掣)一嘉=塾面掣≥o(七≥4)．
令／是图G的一个缸面(^=4，5，7或10+)．

情形1 当^=4时．由引理2，，至少与一个4+．顶点相关联，又由D。和D，可知，／只能与5．面或
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lo+．面相邻．由于从一个5一面移给4．面的权是嘉，小于从一个10+一面传给4．面的权值篙，应该考虑与
4．面相邻的10．面数尽可能少的情况．

情形1．1 若／是一个minimal 4．面，由D。及定义，厂最多和两个不相邻的5一面相邻，另外的两个与

，相邻的面为10+．面，如图l(a)，所以由R。，尺：，R，和尺，有：叫”(／)≥叫(／)一嘉·3+嘉+刍·2+篙
·2=0．

(b) (c)

图1^=4和^=5

情形1．2 若，是一个non—minimal 4-面．贝9由定义，厂至少与两个4+一顶点相关联．看恰好为2，分两

种情况：如果两个4+一顶点恰好是同一条边的两个端点，如图1(b)，此时分析可知，至多与三个5．面相邻，

所以由R。，R：，R，和R，有∞。(／)≥∞(／)一嘉·2+嘉·2+嘉·3+篙·1=嘉>o．若两个4+-顶点
不位于同一条边的两个端点，此时由0，，，至多只能与两个5一面相邻，更有∞’(，)>O．

情形1．3 若／和4个5面相邻，则／必定与4个4+·顶点相关联，此时易见：∞+(／)=叫(／)+亮‘

4+亮。4>o·

情形2 当矗=5时．由Dz，厂只与4一面或者7+-面相邻．由于从一个7-面移给5一面的权是蠢，大于

从一个10+_面传给5一面的权值刍，所以我们应考虑与／相邻的7·面尽可能少的情况，即，仅需考虑与5一
面相邻的面全为10+．面或4．面．

情形2．1 若／是一个li曲t 5一面．此时若／不和任何4_面相邻，则由月z和尺s，∞”(／)≥叫(／)一嘉

·5+刍‘5>o；若存在4一面与／相邻，此时由D。可知，／只能与一个4-面相邻，并且其余与／相邻的面均
为7+．面，由上面的权值移动分析可知，应该考虑另外的四个面是10+一面．所以由R：，尺，和尺。有：∞’(，)

≥叫(／)一嘉·5一嘉+嘉·4=o．
情形2．2 若／是一个non．1i曲t 5．面．由定义1，／至少与1个4+一顶点相关联．若恰好为1个4+-顶

点时，如图1(c)，此时若厂不和任何4．面相邻，则由尺。，R：和R。，cU+(厂)≥叫(／)一嘉·4+嘉+嘉·5>
o；若存在4．面与／相邻，此时由D。可知，／只能与一个4．面相邻，并且其余与／相邻的面均为7+．面，运

用和上面类似的权移动分析有：叫。(／)≥∞(／)一嘉·4一嘉+嘉+嘉·4>o．若4+一顶点的个数至少为

两个，由于向相邻面移动的权值没有变大，最多为高，而从顶点移向／的权值有增加，则更有：叫+(，)>o．
情形3 当^=7时．若／是一个l培ht 7一面．此时由尺。，只有当厂与5．面相邻时，才有权从／移至5一

面．由D。，当／是一个ligbt 7-面时，此时厂至多与3个5一面相邻，所以此时由R：和R。有：cU。(，)≥叫(／)

一三一矗·3=o．
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若／和r个5．面相邻，其中4≤r≤7，则由0，可知，与7-面厂关联的3一顶点的个数至多为14—2r

个．由于至少有一个4+．顶点，由(尺。)，(尺：)and(R。)：∞。(／)≥叫(／)一旦面竽+嘉一矗·r=每吾
>O．

情形4 当^≥10时，若相关联顶点全是3一顶点，即使4．面与5．面交替出现，此时亦有关系式：

叫+(一≥叫(／)一嘉_L喜J·(嘉+兰)=警>o(危≥11)成立．
由于当恰好为10时，此时由引理2，厂至少有一个4+一顶点，又由R。，所以此时有：∞”(厂)≥等
+高=南>o；易见危≥1l时，不等式(2)恒成立．当厂至少与1个4+一顶点相关联时，此时，由Rs及Rs
分析可知，厂仅向相邻的4一面或5．面转移权值，由于R，>兄。，所以应考虑4一面尽可能多的情况．即使在

四面与五面交替相邻的情况下，由0。及D，可知，每增加一个4．面，至少应增加一个4+一顶点，此时相应

就减少一个3．顶点，此时对应一个5．面变为4．面所多移的电荷为兰一嘉=去，小于多一个4+-顶点与

同时少一个3．顶点后，本身所增加的电荷值嘉+嘉=壶．所以无论关联的顶点及相邻的面如何，总有
山+(厂)≥O．

这样证得了叫+(，)≥0对所有的x∈y U F，所以有：

o≤∑叫+(菇)=∑∞(戈)=一2 (2)
x∈PUF z∈yU F

矛盾．得证
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on 3-Ch00黼bili够of Pla眦G阳plls谢thout 6-，8-and 9一Cydes
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Abstmct：卟e choice n眦1b哪of a graph G，denoted by ch(G)is the“Ilimurn n叫1ber^such that if we西ve lists of％colors

to each veItex of G，there is a vertex colodng of G where each veIt既mceives a color f如m its o彻list no matter what the lists

are．In t}lis paper，it is shown that ch(G)≤3 for each plane graph of girdl not less t}lan 4 wkch contains n0 6-，8·and 9一cy—

cles．

Key w．州s：cycle，舀nh，choosable，plaJle graph
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