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Monte—Carlo随机法与积分插值法在地下
水流问题中的研究及应用
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[摘要] 分别采用积分插值法与Monte-c盯lo随机法对地下水流问题进行了理论研究，提出了M0nte-cdo随机

差分法．并且选取了一个具有解析解的二维承压稳定地下水流数学模型作为例子，进行了数值计算．
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O引言

积分插值法是求解确定性数学模型的一种重要的数值方法，它不仅几何误差小，还能有效地统一处理

自然边值条件和内边界条件．Monte．cdo方法假定随机变量的概率分布为已知的，且已知随机变量之间的

相关结构，可用伪随机数产生出多组输入变量，对每组输入量进行数值模拟，可得若干组模型计算结果，从

而可获得解的统计估计量，如均值等．近年来随机方法在许多领域中有着广泛的应用．

1 积分插值法与Monte．Carlo随机差分法

二维承压地下水稳定流定解问题，可概括为下列定解问题

(I)

￡(r筹)+岳(丁琴)+形=o㈠y，∈G
日(戈，y)f r．=刚戈，y)

r筹f n_g(”)

(1)

(2)

(3)

其中：r为含水层导水系数，其量纲是[￡2／f]；日为地下水水头；r=n U n，G=C U r为包含边界r的

研究区域；n为边界单位外法向量；日。(戈，y)为第一类边界上的水头；g(z，y)为第二类边界的法向单位流

量；对隔水边界有q(菇，y)=0；形为源汇项强度．

把这个定解问题看成确定性模型(即把r，形看成确定量)和随机性模型(即把r，形看成随机变量)，

分别用积分插值法和Monte．Carlo随机差分法求解．

1．1 差分格式的构造

对求解区域G以步长危。和^：进行矩形剖分及对偶剖分．记戈。=访。，yj=加：；矩形顶点A，B，c，D

的内部区域记为G(见图1)，对(1)式于G于上积分并利用Green公式得积分守恒形式方程

j’r筹¨J『眦d)，=o (4)

石赢 吒

式中筹表示日沿矩形4Bc删的外法向导数，利用中矩形公式及中心差商对(4)式中第一项处理再代人
(4)式整理得

o㈠，，E“，+o叫一l且小l+o⋯√见“J+口i’J+l且小l—nⅥH，』+彬，J=O (5)
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其中彤．，一瓦乞jJ形dxdy·
“I．J

对第一边值条件(2)式可采用线性插值法处理，如图2，点(戈j，y，)是非正则内点，沿戈方向作线性插

值，可整理得

H。，，=(H+。，，^1+H。一1．，危1)／(^l+^j) (6)

其中五。是点(戈。，儿)与(戈川，y，)的距离，其误差为D(^2)．

对第二边值条件(3)式用差分逼近并用Green公式整理得(见图3)差分方程E巾{学面+％学丽
+q。，，cA+¨彬d戈dy=o (7)

龆c
至此，利用积分插值法，得到了关于定解问题(工)的差分方程(5)、(6)、(7)．
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图1 求解区域的矩形剖分图 图2 对第一边值条件的线性插值图 图3 对第二边值条件的差分逼近图

1．2 解随机地下水流模型的Monte．Carlo随机差分法

应用Monte．Carlo方法的关键在于给出各变量已知分布下的随机数，为快速、高精度地产生具有任意

分布的随机数，这里采用混合同余法，公式为：

戈i=mod(Axi—l+C，M) (8)

其中A为乘子，c为增量；M为模；A，c，M均为正整数，再由上式推得的戈i得到随机数序列

-=戈／M (9)

(工)中的(1)式的参数形，丁取为随机变量，多次求解(工)可得解的均值和方差等．

2算例与分析

实例：有一承压的正方形区域，边长o=6=100 m，地下水呈二维承压稳定运动，边界上的水头值假

定为o，含水层导水系数r=100 m2／d，单位面积上降水人渗补给量形=o．08 m／d．其定解问题为：

(Ⅱ)

r磐+r磐+形：o(”)∈G
ux uj)

H(一50，y)=0 y∈(一50，50)

H(50，y)=0 y∈(一50，50)

日(戈，一50)=0 并∈(一50，50)

日(戈，50)=0 戈∈(一50，50)

其解析解为 胁川=一导2+导；+老∑㈣ch(h小in[¨戈“)]
其中：￡l=o／2=50，￡2=6／2=50，A。=(n丌)／(2￡。)．

用前述的差分格式求解，得定解问题(Ⅱ)的差分方程组为

(Ⅱ)，f4鼠，，一(E“，+H--．，+E一-+皿巾-)=耽2／丁， i，，=2，3，⋯，lo
【日l，』=H⋯，=凰，l=E，ll=0， i，歹=1，2，⋯，11
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对(Ⅱ)’本文采用s0R迭代法求解．

设定解问题(Ⅱ)中r，肜为两个随机变量，用混合同余法产生关于r，形的若干组随机数，代入(Ⅱ)’

中，经多次模拟，可得到水头的统计性质解．

通过编程计算，得(Ⅱ)的解析解，差分解及Mome．callo随机差分解(见表1)．从表1的误差比较看出：

Monte．callo随机差分解，差分解与解析解吻合甚好．Monte—Cado随机差分解与解析解相比误差很小(相对

误差不超过5％)，精度较高．说明该随机法对求解地下水流问题是可行的．
表l解析解、差分解与M叫皓Q岫。随机差分解计算结果比较

No A．M． F．D．M． A．E． R．E． No A．M． F．D．M． A．E． R．E．

1 O．104252 O．102 485 0．00l 767 O．069464 8 1 O．104 252 0．100493 O．003 759 3．605 497

2 O．166426 O．164982 O．00l 444 O．86790l 2 O．166426 O．161 777 0．004 649 2．793 673

3 O．204 137 O．203 149 O．000988 O．484043 3 O．204 137 O．199205 O．004932 2．415 88l

4 O．224618 0．223 9r7l 0．O00647 O．288 134 4 0．224618 O．219616 O．005 002 2．226 894

5 O．231 026 O．2306Cr7 0．O00419 0．18l 4916 5 0．23l 026 0．226“8 O．004909 2．124 697

6 O．224 280 O．22398l 0．000299 0．133 133 6 0．224 280 O．219 616 O．004 266 2．096 38l

7 O．203470 0．203 168 0．000 30l 0．148 177 7 0．203 470 0．199 204 O．004 266 2．096 38l

8 0．165 454 0．165 005 0．000449 0．271 375 8 O．165454 0．16l 783 0．003 67l 2．218 745

9 0．103 029 0．102 503 0．ooO 526 0．510928 9 0．103 029 0．100 50l 0．002 529 2．454449

其中：No：节点号；A．M：解析解；F．D．M：差分解；A．E：绝对误差；R．E：相对误差(％)；M．c．F．D．M：Monte-callo随机差分法
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Abstract：The integralinteIpDlation method and Monte-Carlo Stochastic Me山od are adopted to study groundwafer prDblems t|leo—

retically，and the Monte—Cado StochaStic Di任÷rence Method(M．C．S．D．．M．)is also developed．F’or a two_dimension con．

fined stable gmundwater now nla山ematical model．We compared its arlalytical solutions衍t}l出e results 0f M．C．S．D．M．‘Ihev

concide very well．
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