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［摘要］ 具有正规变化尾的重尾分布的尾指标的估计是一个重要问题 $本文利用二阶广义正规变化函数理论

给出了尾指标的 )*++!估计量的分布的三阶 ,-./01234展式 $
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- 引言与结果
无论是对于极值理论，还是对于金融和保险统计，分布函数的尾部性质都具有重要意义（如［"］、［#］中

关于金融中的厚尾（4/<AB 3<*+）分布问题的研究）$如何对分布函数的尾数性质进行估计是一个重要的统计
问题［9，7］$其中具有正规变化尾的分布函数是大家比较感兴趣的话题［C，8］$
所谓分布函数 ! 具有正规变化尾，是指它具有如下的性质：
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其中! F %为由 ! 惟一确定的常数，叫 ! 的尾指标 $对!的估计是一个重要课题 $
设 $"，$#，⋯是 * $ * $ - $的随机变量序列，有共同分布 !，而 ! 满足（"）$ )*++，G$H［’］提出了一个!的估

计量：
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其中 $"，’$ $#，’$⋯$ $’，’是$"，$#，⋯，$’的次序统计量，｛(’%.｝满足 (’! D，(’ J ’! %，（’! D），

.代表自然数集 $文献［(—"7］对 %&’ 的弱相合性、强相合性、渐近正态性、大偏差等做了广泛而深入的研

究 $但是，为了提高利用 )*++! 估计量的效率，还必须研究其分布的高阶展开式 $
定义 / 设 * 是定义在 0I 上的正值函数 $若对任给 # F %，
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其中"% 0是由 *（ "）惟一确定的一个常数 $则称 * 为正规变化函数，记做 * % +,（"），并称"为 * 的正规
变化指标 $
定义 1 设 * 是定义在 0I 上的实可测函数 $若存在不变号的函数 - 和实函数 .，使得对任给 # F %，
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其中"%0是由 *（ "）惟一确定的一个常数 $则称 *是广义正规变化函数 $一般地，我们取 -为正函数，否则
以 : * 作为研究对象 $这时我们记做 * % 0+,（"）$
定义 2 设 *是定义在 0I 上的局部有界实可测函数 $若存在不变号的函数 -"（ "）和 -#（ "），使得对任

意 # %（%，D），当 " ! D 时，有
*（ "#）E *（ "）I -"（ "）1"（#）I -#（ "）1#（#）I 2（-#（ "）），

其中 -#（ "）E 2（-"（ "））（ " ! D），而
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!" !，"# &由 #惟一确定，则称 #是二阶广义正规变化函数，一般地，我们取 $! 为正函数，否则以 # #作
为研究对象 ’这时记做 #" %&’%（!!，!%）’（关于正规变化函数的讨论参见［!(，!)］；高阶广义正规变化函数
的讨论参见［!*，!+］）’
记 ’（ (）"［! ,（! # )）］$（ (）：" -./｛*：! ,（! # )（ *））% (｝，则（!）等价于 ’ " &’（#）’
称 ’ 满足二阶正规变化条件，若存在不变号的函数 $（ (）& &，（ ( & 0），+（"）不恒等于一个常数，使

得
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显然，（4）即 ( ##’（ (）" %&’（!），而!# &是由 ) 惟一确定的一个参数 ’同时又等价于
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在此条件下，,-. 有中心极限定理
［7，!7］’

若 1-2
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无极限分布， 若$ "
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其中%& "$ ,（#（! #!））’
（9）中的收敛速度引起了大家的研究兴趣［%&］’在条件（4）之下，:;<.6，=’ > ?@.，A ’［%!］讨论了上述中
心极限定理中$ " &的情况下 -. 的分布的 B$6<C5DE;展式，得到如下结果：
若 . & 0 时，/.$（. , /.）&&，则当 . & 0 时，在 !上一致地有
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其中’（"）和(（"）为标准正态分布函数及其密度函数，2（"）为确定的多项式 ’
为了得到更好的收敛速度，:;<.6，=’ > $< G@@.’ H’［%%］讨论了)I 分布逼近G-11I 估计量的分布的速度

问题 ’ :J.EK，L’ > GMJN1<D，B’对上述结果做了推广［%4］’
设 ’（ (）满足
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$%（ (） & 4（"），’" 3 &， （)）

其中 4（"）不是 +（"）的常数倍，$%（ (）" 3（$!（ (）），( & 0 ’
［%4］讨论了 -.的分布在条件（*）下的一阶B$6<C5DE;展式，但是由于没有充分利用条件（)），所以并没
有给出 -. 的分布的二阶 B$6<C5DE;展式 ’
在本文中，我们在条件（)）下，讨论了 -.的分布的二阶 B$6<C5DE;展式，得到下面的定理 ’一方面，这是

（(）的直接的二阶推广，余项的阶为 3（/ #!
. ）’

定理 在条件（)）之下，若对某* 3 &，当 . & 0 时有 /
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在 !上一致成立 ’其中 65（"）为确定的多项式 ’

" 引理及定理的证明
设 7!，7%，⋯，7. 是服从（&，!）上均匀分布的 - ’ - ’ $ ’的随机变量，7!，. # 7%，. #⋯# 7.，. 为其次序统

计量 ’记
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并以!（&）表示（’"# #"，"
# !"）% $" 的概率密度函数 &
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则显然对任给 % # !，" $ "，)"，"（%），)"，’（%），⋯，)"，#"
（%）是 - & - & . &的随机变量，记
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/012*，3& 4 5-62*，/&［’7］对二阶广义正规变化函数证明了如下基本不等式：
引理 " 若 ,# -.*’（#"，#’），则可适当选取 !"（ /），!’（ /），使对任给的$，% 8 +，存在 /+ ! /+（&，%）8

+，只要 /，/& 8 /+，就有
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引理 # 若（;）成立，则任取& 8 +，存在 /+ 8 +，1 8 +，使得对任给 & 8 "，只有 / 8 /+，就有

< 2（ /，&）<& 1&& &
其中
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证明 （;）表明 ()*（ / #"*（ /））# -.*’（#，’），#，’& +，由引理 "知结论成立 &
引理 $
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证明 此为［’"］之（’ &?）式 &
引理 % 对任给$ 8 +和 4 #｛"，⋯，"｝，有
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其中) ! 4 %（" $ "），(’ !)（" #)）&
证明 见文［’C］&
引理 & 设｛5"，(，( ! "，⋯，#"；" ! "，’，⋯｝是行独立同分布连续型随机变量阵列，每行对应共同的

特征函数为""（ /），" ! "，’，⋯ & 5"，( 的数学期望为 +，方差为("，｛6 < 5"，( <*，* ! "，’，⋯，4 $ "｝一致地介
于两个与 "，4 无关的常数 + , 7 , 8 , = 之间，4& ’是确定的自然数 &存在 9 8 +，当 / 8 9时，特征函
数列｛""（ /），" ! "，’，⋯｝满足
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则 :#"
的分布函数在 " ( = 时一致地有如下 D.*1E)FG0展式：
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其中+（&）为标准正态分布函数，,（&）为标准正态密度函数，<"，(，( ! "，⋯，4 # ’即 - & - & . &随机变量列的
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规范化和的分布的 !"#$%&’()展式［*+］中的 !"，" , -，⋯，# . *，但其中的系数中的各阶矩换成了 $%&
’，-，& ,

/，⋯，# 0
证明 根据 1$22$’，30［*4］第二卷之 56-页定理 /知结论成立 0
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引理 " 取 1’ , .#8 *
’ ，#!（9，- 8 *），1’ $ : 时，对 ( !｛(：; ( ;% 1’｝，在 !一致地有
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证明 对于 /’（(），考察

% , 2&# -
- . +( )

-
.( )- 7 ,-

-
- .（(）( )

’
-"-

-
- . +( )

-
. -
- ."( )

-
0

记 %- , 2&# -
- . +( )

-
，%* , -"

-
- . +( )

-
，则

$%.
- ,&

-

9
2&# -

- .( )(
.

"( ,&
:

-

2&#.5
5* " 5 , .！，. , -，*，⋯；

对 %*，$%* , -
- ."
；" , 9时，%- , %*；" < 9时，对 . , -，*，⋯，

$ ; %* ; . ,&
-

9

（- 8（- . (））" . -
"

.

"( , -
;"( );

.

&
:

-

- . 5( )" .

5* "( < : 0

所以，存在常数 9 < 6 < 7 < :，使 $ ; % ; .，. , -，*，/，6，5介于它们之间 0记 6’ , ,-
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- .（(）( )
’
，则在
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’ , - 7 6’8（-），事实上我们有
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而对任意 & 3 ’时，只要 $ 充分大，就有
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从而存在 ’ (# ( #，当 " 3 & 时，只要 $ 充分大，就有
)"$（ "）) (# ( #4

所以 #
$$ $

.$（%）满足引理 5的条件，从而记 !$ ! !
$$ $

，利用引理 5，对 %%｛%：) % )" &$｝，注意到 /$#$ !
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上面最后两个等式利用了对任意多项式 1（!），1（!）&（!）的各阶导数的有界性 4
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所以当 $ 充分大时，在｛%：) % )" &$｝上，由正规变化函数的局部一致收敛性知：
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对任给’ 3 ’，利用切比雪夫不等式和引理 2有
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