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［摘要］ 本文证明了一类泛函 !!（"，#）于集合 $!
%（#，&）中的极小元 "!当!!#时，在 $! 中收敛到以 % 为边

值的 #上的双重调和映射 &
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设 & 为复平面，#是’! 中有界光滑单连通区域，%："#! (" # &为光滑函数且满足 ) ; <=>（%，"#）
; #&关于 ?2@ABCD>EF1@<1C型泛函
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于 $"
%（#，&）;｛*& $"（#，&）；* G"# ; %｝中极小元当!!#时的渐近性质的研究，已有较系统的工作［"］&

他们的工作表明：当!! #时，极小元以 # 上的取 % 为边值的调和映射为极限 &本文，我们考虑泛函
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在 $!
%（#，&）;｛*& $!（#，&）；* G"# ; %｝中的极小元 "!当!! #时的极限行为 &我们将证明：当!! #

时，极小元 "!在$
!（#，&）中收敛到 #上的以 %为边值的双重调和映射 &顺便指出：这里泛函 !!（"，#）是

［!］中所研究泛函的特例 &但类似上述的结果在［!］中并未给出 &
首先证明极小元 "!的存在性 &
命题 " 泛函 !!（"，#）于 $!

%（#，&）中可达极小 &
证明 首先，容易看出 $!

%（#，&）是 $!（#，&）的凸闭子集，从而是弱闭子集 &其次，利用［,］中 "*+页
的附注和内插不等式，可以证明 !!（"，#）是强制的泛函 &下面只需证明 !!（"，#）是弱下半连续的 &设当 +

! I 时，
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"，于 $!（#，&）& （"）
由此和紧嵌入定理可导出：当 + ! I 时，

"+ ! "，于 &（’#，&）& （!）
记 #- ;｛. & #； "（.
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） $! ) -，- J #｝&从 " & $!（#，&）知，当 -! I 时，G # K #- G! # &又不等式

G / G ! H G 0 G ! * !/0 蕴含 G / G ! . G 0 G ! * !0（/ . 0），故
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因此在 #- 上，对任意 -，我们利用（"）（!）可以得到：当 + ! I 时，
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此即
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令 % ! $，我们有 !"#
!!$

"!（#!，$）" "!（#，$）%至此命题得证 %

其次，我们刻划极限函数，即双重调和映射 %由 & & ’，我们知存在着以 ’为边值的弱调和映射，并且它
是光滑的 % 这一事实蕴含 ((

’（$，))）# * %因此我们可以考虑极小化问题

#"*｛$$
+"# + (；# % ((

’（$，))）｝% （,）

我们称极小化问题（,）的解为 $ 上的以 ’ 为边值的双重调和映射 %
由于 & & ’，’：&$! )) 光滑，故存在&$上的光滑函数#’，使 ’可表为 ’ & +,#’ %又因为 $单连通，所

以存在#% ((（$，!），# +&$ &#’ 使得 #% ((
’（$，))）可表为 # & +,# %注意到一方面 +"# + ( & +"# + ( -

+ ’# + . % 另一方面，若#% ((（$，!），则 # & +,# % ((
’（$，))）%反之，若 # % ((

’（$，))），则存在#%
((（$，-）使得 # & +,# %因此，
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其中 ((
#’
（$，!）&｛#% ((（$，!）；# +&$ &#’｝%于是，求问题（,）的解可以转化为求如下问题的解：

#"*｛$$
（ +"# + ( - + ’# + .）；#% (#’

(（$，!）｝% （.）

从命题 )的证明可以看出：泛函$$
+"# + ( 是弱下半连续的；且问题（,）（.）的解存在 %

命题 " 问题（.）的解必是如下方程的弱解 %
"(# & (/"0（ + ’# + (’#） （1）

证明 对任意 * % ((
’（$，!），. % !，有# - .* % ((

#’
（$，!），即

/
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经计算可得
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命题 # （1）的弱解于 ((
#’
（$，!）中存在惟一 %

证明 问题（.）的解存在，蕴含着（1）的弱解存在 %下面证明惟一性 %设#)，#(均为（1）于 ((
#’
（$，!）中

的弱解，则对任意$% ((
’（$，!），
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两式相减后，取$ &#) 2#(，得
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利用［.］中 )(3页（( %) %)）式，我们知存在某正常数 /，使得
（ + ’#) + (’#) 2 + ’#( + (’#(）’（#) 2#(）" / + ’（#) 2#(）+ . %

将此式代入上式中可见

$$
+"（#) 2#(）+ ( - /$$

+ ’（#) 2#(）+ . ( ’ %

由此及边值条件，我们不难得到惟一性 %
命题 ,蕴含着问题（.）解%的惟一性 %从而（,）的解亦惟一，我们记这个惟一的双重调和映射为 #) & +,% %
最后我们证明收敛性 %
定理 $ 设 #!是 "!（#，$）于 ((

’（$，/）中的极小元 %则当!! ’时，

#!! #)，于 ((（$，/）%
证明 由于 #) % ((

’（$，))），#!是极小元，所以 "!（#!，$）( "!（#)，$）( /，其中 /与!无关 %此即

—’)—

南京师大学报（自然科学版） 第 (4卷第 ,期（(’’.
**************************************************************
年）

  万方数据



!!
!!"" ! " "!!

!!"# ! " # # $ （%）

!!
（& ’ ! "" ! "）" " #"" $ （(）

从（(）不难推出!!
! "" ! "" # $此与（%）结合，并利用内插不等式，我们可得 "

$$ $$
" $"（!，#）" # $由此知存在 ")

% $"（!，#），及 ""的子列 ""%，使当"% & )时，
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")，于 $"（!，#）， （*）

""% & ")，于 #（’!，#）， （+）

这便蕴含 ") % $"
’（!，(&）$

由（*）和!!
!!" ! " 的弱下半连续性，可得
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由此便知 ") 也是（/）的解 $由于以 ’ 为边值的双重调和映射是惟一的，所以 ") # "#，且

,-.
"%&)!!

!!""% ! " #!!
!!"# ! " $

以此结合（*）得

!""% &!"#于 )"（!，#）$

再利用（%）知：""% 有子列，不妨仍记为它本身，使当"% & )时，

(""% &("#，于 )"（!，#）$

综合上面的讨论，再结合（+）我们便得，
""% & "#，于 $"（!，#）$

由双重调和映射的惟一性，便知上面的收敛不仅对子列 ""% 成立，而且对 ""本身也成立 $定理证毕 $
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