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［摘要］ 图 ! &（"，#）的一个正常着色就是将 !的顶点划分为独立集，或称之为色类，记为! & ｛""，"!，

⋯，"$｝’对于任一色类 "% 中的点 &，如果它与其余色类中至少一个点相邻，则 &被称为是满色的 ’如果在一个正

常着色中，所有点都是满色的，则称这样的着色是满着色 ’如果一个图存在满着色，定义图的满着色数为使得图

存在满着色的最小颜色数，记为!’（!）’另外，记"’（!）为使图存在满着色的最大颜色数 ’在这篇文章中，我们研

究了一些乘积图的满着色，得出一些关于正则图的满着色的结果 ’
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! 引言
除特别声明，我们所使用的符号，概念都与［"］中一致 ’图 ! &（"，#）的一个 $ 正常着色就是 !的顶

点集的一个划分，记为! & ｛""，"!，⋯，"$｝，其中，每个 "% 都是独立集，称为一个色类 ’图 ! 的染色数

!（!）是使 ! 存在正常着色的最小颜色数 ’
对于任一色类 "% 中的点 &，如果它与其余色类中至少一个点相邻，则 & 被称为满色的 ’如果图 ! 的一

个正常着色中，每个点都是满色的，则称这样的着色是 ! 的一个满着色 ’如果一个图存在满着色，定义图
的满着色数为使图存在满着色的最小颜色数，记为!’（!）’同样的，记"’（!）为使图存在满着色的最大颜
色数 ’
设 (是顶点集"的子集，如果对于任意 &" " . (，都存在 )" (，使得 )&" #（!），则称 (是一个控

制集 ’图 !中顶点个数最少的控制集的基数称为 !的控制数，记为#（!）’设 ( 是顶点集 "的子集，如果 (
中的任意两个顶点都不相邻，则称 (为图!的一个独立集 ’图 !中顶点最少的独立控制集的基数称为!的
独立控制数，记为 %（!）’
如果图 ! 的顶点集能被划分为独立控制集，则这样的划分被称为一个独立控制划分 ’图 ! 的最大独

立控制划分数被记为 %*（!）’显然，一个图 ! 的满着色与 ! 中独立控制集的存在性有紧密的联系 ’如果 !
存在满着色，则图 ! 的顶点集能够被划分成独立控制集 ’

@ ’ A’ B565C82502等人在［-］中给出了下面的结论：
定理 "［#］ 对任意的图 !，"’（!）& %*（!）’
对于任意的图 !和+，我们定义 !和+的乘积图，记为 !#+，其中 !#+的顶点集为｛（)，&）D )" !，

&" +｝，两个顶点（)"，&"），（)!，&!）相邻当且仅当至少满足下列其中一个条件：)" & )!，且在 +中 &"与 &!
相邻；或者 &" & &!，且在 ! 中 )" 与 )! 相邻 ’
在［-］中，@’ A’ B565C82502等人研究了乘积图：,-#,.，/-#,. 和 /-#/. 的满着色，并且得出了下列

的一些结论：

定理 $［#］ 对任意的正整数 -和 .，乘积图 ,-#,. 存在 !E 满着色，但当 $$ -时，,-#,. 不存在任何

$E 满着色 ’
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定理 !［"］ 乘积图 !"!!# 存在 !" 满着色当且仅当" " # $%& !或者 # " # $%& !’
定理 #［"］ 如果图 $存在一个 %" 满着色，图 &存在一个 ’" 满着色，且有 %# ’，则乘积图 $!&存在一

个 %" 满着色 ’
最后，他们还提出这样一个问题：立方图存在怎样的满着色 ’
立方图 (# 定义如下：(# 有 (# 个顶点，每个顶点都被一个 #维的坐标标号，坐标的分量为 #或 )，两个

顶点相邻当且仅当它们的坐标只有一个分量不相同 ’
在这篇文章中，我们先研究了乘积图 (!!)#，(!!!# 的满着色，然后对立方图的满着色做了一些探讨 ’

$ 结论和证明
由定义易见，若一个图存在满着色，则!*（$）$"（$）* )’ (! 是有 +个顶点，每个点度为 !的正则图 ’
引理 $ %$ (! 存在一个 #" 满着色，当且仅当 # , (，- ’
引理 $ %& 对于任意的正整数 #，(!!)# 存在 (，-" 满着色 ’
证明 因为 (! 存在 (，-" 满着色，)# 存在 (" 满着色，由定理 ) ’-，(!!)# 存在 (，-" 满着色 ’证毕 ’
引理 $ %" 对任何正整数 #，(!!)# 都不存在 !" 满着色 ’
证明 假设 (! 的顶点集为 + ,｛,)，,(，⋯，,+｝且有如下的关联关系：

,) 与 ,(，,-，,+ 相邻；
,( 与 ,)，,!，,. 相邻；
,! 与 ,(，,-，,/ 相邻；

,- 与 ,!，,0，,) 相邻；
,0 与 ,-，,/，,+ 相邻；
,/ 与 ,0，,.，,! 相邻；
,. 与 ,/，,+，,( 相邻；

,+ 与 ,)，,0，,. 相邻；
假设 )# 的顶点集为- ,｛.)，.(，.!，⋯，.#｝’那么根据乘积图的定义，(!!)# 的顶点集为 +- ,｛,/.0

1 ,/ % +，.0 % -｝，且有以下的关联关系：
,/.0 与 ,/.0*) 相邻，0 , )，(，⋯，#；
根据定义，如果 ,/ 与 ,1 相邻，则 ,/.0 与 ,1.0 相邻；

显然，当 # , )时，引理成立 ’
当 ## (时，反证法 ’假设 (!!)# 存在一个 !" 满着色 ’ (!!)# 的定义如上 ’那么，根据定义，(!!)# 由#

列组成，每列 +个顶点，每列是一个 (! ’下面是一个 (!!)! 的表示：

,) .) ,) .( ,) .!

,( .) ,( .( ,( .!

,! .) ,! .( ,! .!

,- .) ,- .( ,- .!

,0 .) ,0 .( ,0 .!

,/ .) ,/ .( ,/ .!

,. .) ,. .( ,. .!

,+ .) ,+ .( ,+ .

























!

情况 $ 假设第一列被着了 !种颜色，设 !种颜色为 )，(，! ’因为 (! 不存在 !" 满着色，所以在第一列
中至少有一个顶点，它的邻点被着了相同的颜色 ’不失一般性，不妨设 ,( .) 是这样的点，且 ,( .) 被着颜色

(，它的邻点 ,) .)，,! .)，,. .) 被着同样的颜色 ! ’由假设，因为 (!!)# 存在 !" 满着色，所以每个顶点都是满
色的，那么，,( .( 必须着颜色 )，而 ,) .(，,! .(，,. .( 必须着颜色 (，也就是说在第二列中，存在一个顶点，其
邻点着同样的颜色，同样的道理，为了保证每一个顶点都是满色的，到了最后一列，必定存在一个点，其邻
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点着同样的颜色，不能使得每个点都是满色的，矛盾 !
情况 ! 假设第一列只用 "种颜色着色，#和 " !因为 !$ 是二部图，所以，不妨假设 "# ##，"$ ##，"% ##，

"& ## 着颜色 #，第一列中的其他点着颜色 " !由假设，!$!$% 存在一个 $满着色，那么 "" #" 必须着颜色 $，并
且，第二列中 "" #" 的邻点只能着颜色 "，以下讨论同情况 # !
根据以上的两种情况，可知假设不成立，则结论成立 !证毕 !
引理 " #$ 对任何正整数 %，!$!$% 都不存在 %’ 满着色 !
证明 !$!$% 的定义如上 !假设 !$!$% 存在一个 %’ 满着色 !我们首先从第一列开始着色 !显然，在第

一列中，至少出现 (种颜色 !否则，不能保证第一列中的每个点都是满色的 !
情况 " 假设在第一列中恰巧只出现 (种颜色 !不妨设为 #，"，$，( ! 为了使第一列中的点都是满色的，

则第二列中的点都必须着颜色 %，矛盾 !
情况 ! 假设在第一列中 %种颜色都出现 !因为第一列中每个点度为 $，所以，第一列的每个顶点的邻

点所着颜色必不同，且至少有两种颜色只出现一次 !因为 !$存在(’ 满着色，所以，只要在(’ 满着色的基础
上将其中任一个点的颜色换为第五种颜色就可以了，并且，这样的着色是惟一的 !显然，存在两个相邻的
点，有同一种颜色都没有出现在它们或它们的邻点上 !为使每个点满色，在第二列中，与它们相对应的两个
点都必须着相同的颜色，而相对应的点是相邻的，矛盾 !
据以上的两种情况，可知假设不成立，则结论成立 !证毕 !
由引理 # !#，引理 # !"，引理 # !$，引理 # !(，显然有
定理 " #" !$!$% 存在 &’ 满着色，当且仅当 & ) "，( !
引理 " #% !$!’"% 存在 (’ 满着色 !
证明 因为 !$ 存在 (’ 满着色，且 ’"% 存在 "’ 满着色，所以由定理 *，!$!’"% 存在 (’ 满着色 !证毕 !
引理 " #& !$!’"%+# 存在 (’ 满着色 !
证明 我们先证明当 % ) #时，结论成立 !
设 !$ 的顶点集为 ( )｛"#，""，⋯，",｝且有如下的关联关系：

"# 与 ""，"(，", 相邻；
"" 与 "#，"$，"& 相邻；
"$ 与 ""，"(，"- 相邻；
"( 与 "$，"%，"# 相邻；
"% 与 "(，"-，", 相邻；
"- 与 "%，"&，"$ 相邻；
"& 与 "-，",，"" 相邻；
", 与 "#，"%，"& 相邻；

假设 ’$ 的顶点集为 ) )｛##，#"，#$｝!那么根据乘积图的定义，!$!’$ 的顶点集为 () )｛"*#+ . "* "
(，#+ " )｝，且有以下的关联关系：

"*#+ 与 "*#++# 相邻，如果 + + ## $，则 + + # ) + + # / $；
根据定义，如果 "* 与 "& 相邻，则 "*#+ 与 "&#+ 相邻；

!$!’$ 由 $列组成，每一列有 ,个顶点，并且每一列都是一个 !$ !结构如下表：
"# ## "# #" "# #$

"" ## "" #" "" #$

"$ ## "$ #" "$ #$

"( ## "( #" "( #$

"% ## "% #" "% #$

"- ## "- #" "- #$

"& ## "& #" "& #$

", ## ", #" ", #
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接着，我们构造出它的一个 !" 满着色 #
$ % &
& ! $
% $ !
! & %
& ! $
$ % &
! & %
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从上面的矩阵，很容易验证每一个点都是满色的，所以，上述的着色是满着色 #当 ! ’ $时，只要在上
面的矩阵中取 ! 个前两列的拷贝，然后在加上最后一列，就可以得到 "%!#&!($ 的一个 !" 满着色 #证毕 #
引理 ! "# 对任意正整数 !，"%!#%! 存在 %" 满着色 #
证明 因为 #%! 存在满 %" 着色，"% 存在 &" 满着色，由定理 )，显然成立 #证毕 #
引理 ! "$ 对任何的正整数 !，"%!#%!($ 和 "%!#%!(& 都不存在 %" 满着色 #
证明 反证法 #乘积图 "%!#%!($ 由 %! ( $列组成，每列 *个顶点，且每列构成一个 "% #假设 "%!#%!($

存在一个 %" 满着色 #
情况 ! 假设每一列只着两种颜色，类似引理 $ #%的证明，可以得到下面的矩阵：

$ & % $ ⋯
& % $ & ⋯
$ & % $ ⋯
& % $ & ⋯
$ & % $ ⋯
& % $ & ⋯
$ & % $ ⋯
& % $ &
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因为总共有 %! ( $列，所以顶点 $& %%!($ 不可能是满着色的，与假设矛盾 #
情况 % 假设 "%!#%!($中有一列被着了 %种颜色，不失一般性，不妨假设第一列被着了 %种颜色 #因为

"%不存在 %" 满着色，所以第一列中必有一点，其邻点着同样的颜色 #假设 $& %$是这样的顶点，且着颜色 &，
它在第一列中的邻点 $$ %$，$% %$，$+ %$着颜色 % #那么，为了使 $& %$是满色的，则 $& %&必着颜色 $，且与它在
同列的邻点都必须着相同的颜色，依此，同样的讨论，$& %%!($ 着颜色 &，且与它同列的邻点都着颜色 %，因为

$& %$ 与 $& %%!($ 相邻，但是却着相同的颜色，矛盾 #
由上述两种情况，可得 "%!#%!($ 不存在 %" 满着色 #
对于 "%!#%!(&，可用同样的方法讨论 #
综上，结论成立 #证毕 #
定理 ! "% "%!#! 存在 %" 满着色当且仅当 ! " ,（-./ %）#
证明 由引理 $ #0，引理 $ #1，引理 $ #+，引理 $ #*，显然 #证毕 #
定理 ! "& 对任意的正整数 & 和 !，! ’ &，如果 "& 存在一个 ’" 满着色，那么 "! 也存在 ’" 满着色 #
证明 首先，我们先证明 "!!(& 2 "!($ #根据定义，"!有 &!个顶点，每个顶点都被一个 !维的坐标标

号，坐标的分量为 ,或 $，两个顶点相邻当且仅当它们的坐标只有一个分量不相同 #假设 "! 的顶点 $’ 2
（)$，⋯，)!），)* 2 ,或 $，$# * # ! #再由乘积图的定义，"!!(& 实际上由两列 "! 构成 #我们选取两个 "!

的拷贝，它们的顶点分别为 $’和%’，不妨令 $’ 2（,，)$，⋯，)!），%’ 2（$，)$，⋯，)!）#由定义，$’与%’相邻，

并且他们坐标中只有一个分量不同 #显然，"!!(& 有 &!($ 个顶点，并且两个顶点相邻当且仅当它们的坐标

只有一个分量不同 #即 "!!(& 2 "!($ #然后，由定理 )，只要 "& 存在一个 ’" 满着色，就可以在 "& 的基础上

构造出 "!，且有 ’ $ &，所以结论成立 #证毕 #
—,&—
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下面，我们将对顶点数为 !! 的 ! 正则图的满着色进行简单的讨论 "这样的图我们记为 "! "显然 "! 包

含了#! "
定理 ! "# 对任意的正整数 ! # !$，存在一个 "! 有一个 !$ 满着色 "
证明 我们用构造的方法 "假设 % 属于 "!，即 % 的顶点个数 % & % # !! " ! # !$，于是我们构作 ! 个

点集，记为 &&，&!，⋯，&!，且 % &’ % # !!’ $ "对任意点集 &’ 中的点记为 (’)，显然 &! )! !!’ $，在任意两个点

集之间都存在一个一一映射 "首先，对 !! ) ! !，从 (& ) 到 (’) 添加一条边，然后，对 (! ’ ! !，从 (! ) 到 (’)
添加一条边，重复上面的步骤，每一次，我们都从 (*) 到 (+) 添加了一条边，其中 * ) +因为!有限，最后，我们
得到一个正则图 %，% & % # !!，且点度为 ! ’ &"最后，对 ’ # &，(，*，⋯，!$ ’ &，在 &’ 与 &’+& 之间添加边连

接 (’，, 与 (’+&，,+&，, # ,，&，!，⋯，!!’ $ ’ &（-./!!’ $），这样每个顶点的度数加 &，到此，我们构造出了一个图 %
属于 "!，给不同的独立集不同的颜色，容易验证每个点都是满色的，所以 % 存在 !$ 满着色 "证毕 "
定理 ! "$ （0）如果 % 属于 "!，那么 % 存在（! + &）$ 满着色仅当（! + &）% !! "
（1）如果（! + &）% !!，则必存在图 % 属于 "!，使得 % 存在（! + &）$ 满着色 "
证明 （0）假设 %属于"!，% &（%）% # !! "因为 %在（! + &）$ 满着色，那么 %的顶点集必被分为 ! +

&个独立控制集，记为 &’，&! ’!（! + &）"对任意的独立控制集 &’，有 % &’ % !" !! ’ % &’ %，于是 % &’ %"
「（!! 2（! + &）） "假设结论不成立，则存在 &’ 使得，% &’ % 3「（!! 2（! + &）），于是有 !! # % & % ## % &’ %

3 !!，矛盾 "证毕 "
（1）用构造法 "因为（! + &）% !!，不妨假设 !! 2（! + &）# $，选取 ! + &独立集，记为 &’，&! ’! ! +

&"每个独立集 &’ 中有 $个点，记为 (’)，&! )! $与定理 & "4类似的证明，添加从 (*) 与 (+) 的边 "其中 * ) +，
&! )! $ "显然，每个点的度为 !，且每个点满色的，到此，我们构造出了一个 %属于"!，且有一个（! + &）$
满着色 "证毕 "
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