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& 引言
我们知道，面积积分算子 $$ 是调和分析中非常重要的算子 ’由［%］，若#" #%，则当 % . ( . > 时它

是 *(（#+,）有界的，当 ( 0 %时，它是关于#的弱（%，%）有界算子；由［&］，当 ( . ( ! %时，它是 %(，"，-
# 到

*(（#+,）中的有界算子 ’那么 $$ 在 !"#$型空间上的性质如何呢？本文研究 $$ 在加权 !"#$型空间上的性

质 ’在第二节中，我们研究了当 ( . ( . >，% . " . > 且 !（% - %
"）!! . !（% - %

"）’ /"，#%，#& " #%

时，$$从%&’
!，(
"（#%，#&）到 &’!，("（#%，#&）中的有界性质，我们还进一步指出，当( . (!%! " . >，! 0 !（%

- %
"）/"及#%，#& " #% 时，$$是%&’!，("（#%，#&）到 )&’!，("（#%，#&）中的有界算子 ’在第三节中我们分别研

究了当 ( .! . !（% - %
"）及 . 0 !（% - %

"），#%，#& " #% 时，$$ 在 &’!，("（#%，#&）中的有界性质 ’

设 /" ’，#&是权函数，0（,）是#&可测函数，记 1/ 0｛,"(!：? , ?! &/｝，2/ 0 1/ @ 1/-%，%/ 0%2/

以及 3/，#&
（&，0）0 #&（｛, " 2/：? 0（,）? A&｝）’

定义 & )*［+］ 设!" (，( . ( . >，( . " . > 且#%，#& 为 (! 上权函数 ’齐次加权 !"#$空间定义
为 &’!，("（#%，#&）0｛0 " *"

456（(! @｛(｝，#&）：

## ##
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定义 & ),［-］ 设!" (，( . ( . >，( . " . > 且#%，#& 为 (! 上权函数 ’称#& 可测函数 0（,）属于
加权弱 !"#$空间 )&’!，("（#%，#&），如果
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定义 & )+［.］ 设!" (，( . ( . >，( . " . > 且#%，#& 为 (! 上权函数 ’齐次加权 !"#$型 !6#78空
间定义为 %&’!，("（#%，#&）0｛0" -C（(!）：7（ 0）" &’!，("（#%，#&）｝且

## ##

0 %&’!，(" （#%，#&）
0

## ##

70 %&’!，(" （#%，#&）
’这里 70

为 0 的大极大函数 ’
若#% 0 #& 0 % 时，上述函数空间分别是［+，<］中的齐次 !"#$ 空间 &’!，("（(!），齐次弱 !"#$ 空间

)&’!，("（(!）及齐次 !"#$型 !6#78空间 %&’!，("（(!）’
设#" *456（(!）且# A (，称#是一个# -

% 权函数，记作#" #%，如果存在固定常数 2，使得 8（#）（,）
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! !!（"），这里 #（!）（"）为!的 !"#$%&’())*+,--$极大函数 .

若" / 0，可测函数#（"）称为具有"正则性的 ’())*+,--$&1"*+%函数，若满足（2）"!$#（"）$" 3 0；（4）

5#（"）5! %（2 6 5 " 5）7（$6"）；（8）当 5 " 5# 4 5 & 5 时，5#（" 6 &）7#（"）5!
% 5 & 5"

（2 6 5 " 5）$626"
. ’9:(;面

积积分算子 ’# 定义为 ’#（ (）（"）3（"
<

0"5 &7 " 5 = )
5 ($#)（&）5 4 $&$ )

)$62
）

2
4 .其中#)（"）3 ) 7 $

#（
"
) ）.

" !! 在齐次加权 #$%&型 #’%()空间中的性质

首先，我们来回顾一下加权 !+#>型 !"#$%空间的中心原子刻划 .

引理 " *"［+］ 设 0 = * = <，$# $（2 7 2
+）且!2，!4 % ,2，那么 ( % -./$，*+（!2，!4）的充要条件为

(（"）3 &
<

0 3 7<
%010（"）在分布意义下成立，且

’’ ’’

( ./$，*+ （!2，!4）
? &

<

0 3 7<
5%0 5{ }*

2
* .这里，10（"）为中心（$，+；!2，

!4）
7 原子，满足 :9@@"0（"）( 20， 1

’’ ’’

0 3+!4
!!2（20）

7$$ 且当 5& 5! 4时，"!$
10（"）"&$" 3 0（这里 4 3［$

6 $（ 2
+ 7 2）］）.

引理 " *, 设!% ,2，则存在固定常数 !及’（0 =’ = 2），使得当 5! 0时!（25）A!（20）! !4（ 57 0）$’；

当 5 / 0 时!（25）A!（20）! !4（ 57 0）$ .
引理 " *- 若 "% !0，15（"）是中心（$，+；!2，!4）

7 原子，:9@@" 5 ( 25，且 5! 0 7 8，则 ’#（15）（"）!

!4（ 57 0）（$6"）!2（25）
7$$!4（25）

7 2
+ .

证明 记(2 3｛&：5 & 7 " 5 = ) 且 5 & 5 = 4 562｝，(4 3｛&：5 & 7 " 5 = ) 且 5 & 5# 4 562｝.
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对于 ,，由于 ) 6 5 & 7 6 5 / 5 " 7 & 5 6 5 & 7 6 5# 5 " 7 6 5# 5 " 5 7 5 6 5# 5 " 5 B4，) / 5 " 7 & 5# 5 " 5
7 5 & 5# 4072 7 4 562 # 4 562，以及#（"）所满足的正则性条件（4），所以

, ! ! 5 " 5 74（$6"）"
<

4 562"5 & 5 = 4 562
) 7 $7264"$&$ )（"25

5 15（ 6）5 $ 6）4 ! !4740（$6"）64C"（"25
5 15（ 6）5 $ 6）4

而"25
5 15（ 6）5 $ 6 ! ! 5 25 5

!4（25）"25
5 15（ 6）5!4（ 6）$ 6 ! !4C$!2（25）

7$$!4（25）
7 2

+，故

, ! !44（ 57 0）（$6"）!2（25）
74$$!4（25）

7 4
+ .

对于 2，由于 5 & 5# 4 562 # 4 5 6 5，利用#（"）正则性条件（8），以及 15（ 6）的消失矩条件，

2 !"
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&
) ）5 $ 6）
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)27 $ $&$ )
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! !44（ 57 0）（$6"）!2（25）
7$*!4（25）

7 4
+ .

综合 ,，2 得 ’#（15）（"）! !44（ 57 0）（$6"）!2（25）
7$$!4（25）

7 2
+ .

定理 " *" 设" / 0，2 = * = <，2 = + = <及 $（2 7 2
+）!$ = $（2 7 2

+）6"，!2，!4% ,2，若#（"）

为具有"正则性的 ’())*+,--$&1"*+%函数，则 ’# 是-./$，*+（!2，!4）到 ./$，*+（!2，!4）中的有界算子 .
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证明 若 ! ! "#$!，%&（"!，""），由引理 ! #!知 !（’）$ "
%

( $ &%
#()(（’）在分布意义下成立 #则
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由［!］知当"" ! 1! 时 *$ 是 /&
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上有界算子，且"! ! 1!，故当 * + % $ !时
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当 ! + % + % 时，利用 ,-./01不等式
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对 0!，由引理 ! #’，若 ’ ! +,，3455)(（’）% -(，且 ( $ , & ’，则
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当 * + % $ !时，由于 .（! & ! 6 &）$! + .（! & ! 6 &）)&，所以
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当 % 7 !时，利用 ,-./01不等式及引理 ! #"
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如果! $ .（! & ! 6 &）)&，则我们有如下的弱型估计 #

定理 ! "# 设& 7 *，* + %$ !$ & + %，! $ .（! & !
&）)&，"!，"" ! 1!，若$为具有&正则性的

89::.0;<</=>?.0@函数，则 *$ 是"#$!，%&（"!，""）到 #$!，%&（"!，""）中的有界算子 #
证明 设 ! ! "#$!，%&（"!，""），由引理 ! #!则
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由于"" ! 1! 且 & & !时 *$ 是关于"" 弱（&，&）有界的，又 * + % $ !，所以
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最后一步应用了引理 ! "# "对 !!，由于 " ! #$，% " $ $ %，由引理 ! "%及引理 ! "#知

&!（’%）（"）" ##（ %$ $）（(&"）#!（)%）
$$(##（)%）
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*

" ##（ %$ $）（(（!$! ’ *）&"$$）#!（)$）
$$(##（)$）
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因此
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.
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故对固定的% , -，若
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则
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从而
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设 $%为满足上式的最大整数，则

#!（)$%
）$
$
(##（)$%
）$

!
* "

#
%#

.

% ( $.
/%% /，

注意到 - 0 + " !，则
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!
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! !! 在齐次加权 "#$%空间中的性质

我们首先介绍齐次加权 1234空间中函数的分解 "
引理 ! &’［(］ 令 - 0$ 0 .，- 0 + 0 .，!" * 0 .，且#!，## ! ,!，那么 -! ./0$，+*（#!，##）的充

要条件为 -（"）( #
.

% ( $.
%%1%（"）在分布意义下成立，且
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5 #

.

% ( $.
/%% /{ }+

!
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引理 ! &! 若 " ! #$，1%（"）满足引理 # "! 条件，则当 % " $ $ % 时有 &!（1%）（"）"
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类似于引理 ! "%中 , 的估计，注意到 % 0 $，则
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(
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$%’( ) )( ’ )# *

类似于引理 ( *+中 " 的估计

)( " !##（ #$ *）（%’#）$(（"#）
$#%%$#（"#）

$ #
+ " !##（ #$ *）%$(（"#）

$#%%$#（"#）
$ #
+ *

注意到 )# " !（)#( ’ )##）（!"#
% &#（ ’）% & ’）#，

而 %"（
(
$ ）%" !$%’( ,（ $ ’ % ( %）%’#及 $ ’ % ( % - % , $ ( % ’ % ( %# % , %，所以

)#( ) !（!
% , %

"!% ($ , % . $
$ $+%$( %"（

(
$ ）%

#）&(& $ " !##*# *

由于 %"（
(
$ ）%" !，所以

)## " !（!
!

% , %!% ($ , % . $
$ $+%$( &(& $ " !!

!

% , %
$ $#%$( & $ ) ! % , % $#% " !#$#*% *

再注意到!"#
% &#（ ’）% & ’ " !# #%$(（"#）

$%%$#（"#）
$ (
+，这样

)# " !##（ #$ *）%$(（"#）
$#%%$#（"#）

$ #
+ *

利用引理 # *(和 # *#，完全类似于定理 ( *(和 # *#的证明，可以得到如下结论：

定理 ! "# 若 " . - . !，( . + . ! 及 " .% . %（( $ (
+），$(，$# $ .(，则 /"是 01%，-+（$(，$#）上

的有界算子 *

定理 ! "! 若 " . -" (" + . !及% ) %（( $ (
+），$(，$#$ .(，则 /"是 01%，-+（$(，$#）到 201%，-+（$(，

$#）上的有界算子 *
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