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［摘要］ 本文给出了二次整数方及其乘积的定义，化 !"阶全对角线幻方的存在性为 ! 阶和 " 阶全对角线幻

方的存在性 %给出了 " & $ ’ ##（ #!!）阶的一族全对角线幻方 %再用二次整数方的乘积，给出了所有 ""#，"，$ $ (

#，) $ * "阶的一族全对角线幻方 %#阶幻方不存在，"阶幻方只有一个，且不是全对角线幻方 %+, % -./01,已证明了

$ $ ( #阶全对角线幻方不存在，因此全对角线幻方的存在性问题已完全解决 %
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! 引言
［3］给出了所有 " " #，"，5阶的一族自正交拉丁方，反证了 89:;,关于 $ $ ( #阶正交拉丁方不存在的
猜想 %［#］强化自正交拉丁方为自正交全对角线拉丁方，给出了所有 " " #，"，$ $ ( #，) $ * "阶的一族自正
交全对角线拉丁方和全对角线幻方，扩大了［"］给出的 " & 5 $ * 3阶的情况 %本文弱化自正交全对角线拉
丁方为自正交全对角线整数方，给出了 " & 5 $ ( "阶的一族自正交全对角线整数方和全对角线幻方，解决
了奇数阶全对角线幻方的存在性问题 %
设 % 是一个 "阶方阵，%的行号和列号用集合& &｛!，3，⋯，" 7 3｝表示 % %的第 ’行，第 (列的位置用

（ ’，(）表示 % %的 "个位置的集合｛（ ’，# ( ’）：’ & !，3，⋯，" 7 3｝称为 %的第 #条右对角线，%的 "个位置
的集合｛（ ’，# 7 ’）：’ & !，3，⋯，" 7 3｝称为 %的第 #条左对角线，这里加法和减法都是 <1="计算的 %若 %

的元素也取自 &，则称 % 是一个整数方 %在 " 阶整数方 % &（)’(）中，若#
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)’ #7 ’ & "（" 7 3）> #，#取自&，则称 %是一个 "阶全对角线整数方 %若 "阶整数方%的每行，每列，每条

右对角线，每条左对角线都是 &的一个排列，则称 %是一个"阶 ?09@ ABC设计 %显然，"阶 ?09@ ABC设计是
一个 " 阶全对角线整数方 %若 " 阶方阵 % &（)’(）的元素是 "# 个不同整数 !，3，⋯，"# 7 3，则称 % 是一个

" 阶二次整数方 %若更有
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# 取自&，则称 % 是一个 " 阶全对角线幻方 %令 %D 表示 " 阶整数方 % 的转置阵，若 "% ( %D 是一个 " 阶二
次整数方，则称 % 是一个 " 阶自正交整数方 %

" 二次整数方的乘积
设 % &（)’(）是一个 !阶二次整数方，* &（+,-）是一个 "阶二次整数方，令 . &（ /01），这里 0 & "’

( ,，1 & "( ( -，/01 & "# )’( ( +,-，则称 . 是 % 和 * 的乘积，记为 . & %* %
定理 " 若 %是一个!阶全对角线幻方，*是一个 "阶全对角线幻方，则 .是一个!"阶全对角线幻

方 %
证明 因 !$ ’，( $ ! 7 3，!$ ,，-$ " 7 3，故 !$ "’ ( ,，"( ( -$ !" 7 3，即 .是一个!"阶

方阵 %因 !$ )’( $ !# 7 3，!$ +,- $ "# 7 3，故 !$ "# )’( ( +,- $（!"）# 7 3 %若
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［+］证明了 $阶 ,-./ 012设计存在的充要条件为 $ " 3 0 4 !，本节用 ,-./ 012设计来给出 3 0 4 !阶全
对角线幻方 ’
定理 % 设素数 1 # +，令 )%’ " # % & ’（5671），则 + "（)%’）是一个 1 阶自正交 ,-./ 012设计 ’
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! !! 阶全对角线幻方
本节给出了 &，)，,-，-&阶全对角线幻方 (&，()，(,-，(-& .
定理 " 全部 &) 阶全对角线幻方可由 (&，()，(,-，(-& 与 (’ $3,，(’ $"+ 的乘积给出 .
证明 设 ) $ -#，# $ %时，(&) $ (&，# $ ,时，(&) $ ()，设 # $ - $，$ " ,，则 (&) $ (& $",，设 #

$ - $ " ,，$ " ,，则 (&) $ () (& $ .设 ) $ + 4 -#，# $ %时，(&) $ (,-，# $ ,时，(&) $ (-&，设 # $ - $，

$ " ,，则 (&) $ (,- (& $，设 # $ - $ " ,，$ " ,，则 (&) $ (-& (& $ .设 ) $（-* " ,）-#，* " -，则 (&) $
(-#"- (-*",，-* " , $ ’ $ 3 ,，’ $ " +.

—&+—

南京师大学报（自然科学版） 第 -*卷第 &期（-%%&
##############################################################
年）

  万方数据



!! "

# $$ % $!
& $’ ’ (
$# $ $% !











$) * + )

，!+ "

# !& ’# %( ’ !% ’’ %&
’+ %$ + )( )# !( $# )&
!) ! *) $* !$ * *$ $+
%% ’! )% $’ %) ’* )) $!
$ !* ’$ %+ ) !! ’) %*
’( %# ( )+ )$ !+ $$ )*
!’ % *’ $& !# & *# $(























%! ’% )! $) %’ ’& )’ $%

，

!$’ "

# $#& !% $)! ) $#! !+ $)$ * $#$ %$ $’+
*) $$* $+ +( ** $$) ’$ +* *( $$# ’! +)
(+ ( $!) )* (% $’ $!# )( (’ $% $)& !’
$’% %! +# ’& $’’ %& && )# $$( *# &! ))
$ $#* !* $)) ! $#) !( $)# & $## %’ $’&
*! $$% $( ++ *& $$’ ’’ +% &# $#( ’% +’
(& $# $!’ )& (! $) $)( !# ($ $* $)* !)
$’! %% &( ’+ $’$ %+ &* )$ $$+ *$ &) )!
’ $#% !& $)’ % $#’ %# $’( + (( %) $’*
*% $$! ’# +& *+ $$$ ’) +! &$ $#+ ’* +$
(* $$ $!$ )+ () $! $)+ !$ (# $& $)% !!



































$’) %* &+ ’( $’# %( &% )’ $$& *’ &’ )%

，

!’! "

# !)$ $+# %)( * !’% $+* %)) $’ !$( $(’ %’& $+ !$) $(+ %’$ ’! !#& ’#! %$% )# !#$ ’$# %#(

’%’ !*& &’ )%( ’%+ !*$ &+ )%) ’*! !%% +! )!& ’&# !!( (# )!$ ’&* !!) (* ))% ’+’ !)& $#’ )’(

)(% )* %&% $!! )+( !’ %*( $%# )+) !+ %*) $%* )&& %! %%& $*’ )&$ *# %%$ $*+ )*% ** %!% $&!

%#) ’$* )’) $#+ !(& ’’’ )$& $$! !($ ’’+ )$$ $’# !+% ’)! )#% $’* !&( ’!# ’(( $)’ !&) ’!* ’() $)+

$ !)# $+$ %)+ & !’! $+& %)’ $) !$+ $() %’* $( !$’ $(( %’# ’% !#* ’#% %$! )$ !## ’$$ %#+

’%) !** &) )%+ ’%( !*# &( )%’ ’*% !%! +% )!* ’&$ !!+ ($ )!# ’&& !!’ (& ))! ’+) !)* $#) )’+

)(! )& %&! $!% )++ !) %*+ $%$ )+’ !( %*’ $%& )&* %% %%* $*) )&# *$ %%# $*( )*! *& %!! $&%

%#’ ’$& )’’ $#( !(* ’’) )$* $$% !(# ’’( )$# $’$ !+! ’)% )#! $’& !&+ ’!$ ’(+ $)) !&’ ’!& ’(’ $)(

’ !’( $+’ %)& + !’) $++ %)$ $! !$& $(! %’% ’# !$$ ’## %$( ’* !#% ’#* %$) )’ )(( ’$’ %#&

’%! !*% &! )%& ’*# !%( +# )%$ ’** !%) +* )!% ’&’ !!& (’ ))( ’&+ !!$ (+ ))) ’+! !)% $#! )’&

)() )+ %&) $!* )+& !! %*& $%’ )+$ %# %*$ $%+ )&% %* %%% $*! )*( *’ %!( $&# )*) *+ %!) $&*

%#$ ’$+ )’$ $$# !(% ’’! )$% $$* !+( ’)# )#( $’’ !+) ’)* )#) $’+ !&& ’!’ ’(& $)! !&$ ’!+ ’($ $!#

) !’+ $+) %)* ( !’’ $+( %)# $% !$* $(% %’! ’$ !$# ’#$ %$+ ’& !#! ’#& %$’ )) )(+ ’$) %#*

’%% !*! &% )%* ’*$ !%+ +$ )%# ’*& !%’ +& )!! ’&) !!* () ))+ ’&( !!# (( ))’ ’+% !)! $#% )’*

)(’ )( %&’ $!& )+* !% %** $%) )+# %$ %*# $%( )&! %& %%! $*% )*+ *) %!+ $&$ )*’ *( %!’ $&&

%## ’$( )’# $$$ !(! ’’% )$! $$& !++ ’)$ )#+ $’) !+’ ’)& )#’ $’( !&* ’!) ’(* $)% !&# ’!( ’(# $!$

! !’& $+! %)% $# !’$ $(# %’( $* !$% $(* %’) ’’ !#( ’#’ %$& ’+ !#) ’#+ %$$ )! )(& ’$! %#%

’%* !*) &* )%% ’*’ !%& +’ )!( ’*+ !%$ ++ )!) ’&! !!% (! ))& ’+# !)( $## ))$ ’+* !)) $#* )’%

)($ !# %&$ $!+ )+% !* %*% $%! )&( %’ %%( $*# )&) %+ %%) $** )*& *! %!& $&’ )*$ &# %!$ $&+

!(( ’’# )$( $$’ !() ’’* )$) $$+ !+& ’)’ )#& $’! !+$ ’)+ )#$ $)# !&% ’!! ’(% $)* !*( ’%# ’+( $!’

% !’* $+% %)! $$ !’# $($ %’+ $& !$! $(& %’’ ’) !#+ ’#) %$* ’( !#’ ’#( %$# )% )(* ’$% %#!

’%& !*’ && )%! ’*) !%* +) )!+ ’*( !%# +( )!’ ’&% !!! (% ))* ’+$ !)+ $#$ ))# ’+& !)’ $#& )’!

)(# !$ %&# $!( )+! !& %*! $%% )&+ %) %%+ $*$ )&’ %( %%’ $*& )** *% %!* $&) )*# &$ %!# $&(

!(+ ’’$ )$+ $$) !(’ ’’& )$’ $$( !+* ’)) )#* $’% !+#





























































’)( )## $)$ !&! ’!% ’(! $)& !*+ ’%$ ’++ $!)

（下转第 !’页）

—%)—

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
徐承绪，等：全对角线幻方的存在性

  万方数据



［参考文献］

［!］ "#$%& ’ ( )* +#& ,-./0$12 34 5$1# 1672%&52 34 8/6/9$&2［:］* )3.%#6- ;3%&2 34 <3-/6 =2%53. ’31$&%-，!>?@，!??：?!?—?AA*
［B］ C75.2 : D，<3&%%$8&5 E，F&,63G )，!" #$ * +#& 130/ 1672%&5 /4%&5 67.1#：H/2 / 8/6/91- 8537I I/22&, %#5378# %#& 1672%&5 135&［:］*

=2%53I#-2 :375./6，!>>J，JB?：FK?*
［A］ L366&22 )/%%#&G，(7.. =.,5&G )* ’%571%75& /., (-./0$12 34 %#& L30/ L672%&5［:］* =2%53I#-2 :375./6，!>>@，JMK：JAM—JMJ*
［J］ =2#0/. E&$%# =，C$5, L#5$2%$./ )，N&I4 ’%&I#&. O* (&%&1%$.8 P$03,/6$%- $. /2%53.30$1/6 ,/%/2&%2［:］* =2%53.30$1/6 :375./6，!>>J，

!QK（@）：BAJK—BA@!*
［M］ ;&0&1 : )，;&0&1 = R F* )$9%75& 03,&62 435 2%7,-$.8 2%&66/5 I3I76/%$3.2* STU.$V/5$/%& 0$9%75& 03,&62，I/5/0&%&5 &2%$0/%$3.，/.,

%#& .70P&5 34 ,$215&%& I3I76/%$3. 130I3.&.%2［:］* W7P6$1/%$3.2 34 =2%53.30$1/6 ’31$&%- 34 W/1$4$1，!>>!，!QA：>M—!B!*
［@］ D2%53V W/P63，X&$26&5 (378，R35%& :7/. L* +#& 0&%/66$1$%- 85/,$&.% /., ,$2%5$P7%$3. 47.1%$3. 34 863P76/5 1672%&52 /537., ;XL !A>>
［:］* =2%53.30$1/6 :375./6，!>>A，!QM（M）：!?@B—!??K*

［?］ F&& )-7.8 X，X&$26&5 (378* )&%/6 /P7.,/.1&2 435 / 6/58& 2/0I6& 34 863P76/5 1672%&52 $. )K?［:］* =2%53.30$1/6 :375./6，!>>A，!Q@
（B）：J>A—MQ@*

［K］ R/P$/. = L，;762&. W O :，L/.$Y/5&2 L <* L336$.8 463G2 $. 1672%&52 34 8/6/9$&2［:］* ;/%75&，!>KJ，A!Q：?AA—?JQ*

!""#$%&’$() (* ’+, -.. !#/(0$’+1 () ’+, 2’34$,5 (* 6&#&78 9#35’,05
!"# $%#&’%(!，)(#& *+#&B，!,"# -(.+#&A

（! * (&I/5%0&.% 34 )/%#&0/%$12 /., W#-2$12，Z$.8,/3 U.$V&52$%- 34 ’1$&.1& /., +&1#.3638-，B@@QJB，Z$.8,/3，L#$./）
（B * O,$%35$/6 C3/5, 34 :375./6 34 ;/.[$.8 ;350/6 U.$V&52$%-，B!QQ>?，;/.[$.8，L#$./）
（A * ’1#336 34 W#-2$1/6 ’1$&.1& /., +&1#.3638-，;/.[$.8 ;350/6 U.$V&52$%-，B!QQ>?，;/.[$.8，L#$./）

!:5’0&%’：+#& I5$.1$I/6 34 %#& E)) /6835$%#0 G/2 I5&2&.%&, /., /II6$&, %3 / .&/5P- I/$5 34 8/6/9- 1672%&52 =A>> \ =JQ!* +#&
0&0P&52#$I 435 B!M 8/6/9$&2 $. %#$2 2-2%&0 #/2 P&&. ,&%&50$.&, P- %#& E)) /6835$%#0* =2 / 5&276%，!B? 8/6/9$&2 /5& 437., %3
P&63.8 %3 =JQ!，/., KK 8/6/9$&2 /5& $. =A>>* S% 2#3G2 %#/% %#& E)) /6835$%#0 $2 &44&1%$V& $. %#& $.V&2%$8/%$3. 34 %#& ,-./0$1/6
&V367%$3. 34 8/6/9- 1672%&52*
-,8 ;(045：E)) /6835$%#0，1672%&5 34 8/6/9$&2，0&0P&5 8/6/9$&2

［责任编辑：丁蓉］

（上接第 AM页）

［参考文献］

［!］ 徐承绪，关虹 * 自正交拉丁方存在性的一个简短证明［:］* 应用数学学报，!>>A，（B）：!KM—!>Q*
［B］ 徐承绪，卢准炜 * W/.,$/83./6 0/8$1 2]7/5&2［:］* F&1%75& ;3%&2 $. L30I7%&5 ’1$&.1&，!>>M，（>M>）：AKK—A>!*
［A］ H7,23. L C* D. W/.,$/83./6 0/8$1 2]7/5&2 34 35,&5 @ " ^ !［:］* )/%# )/8，!>?B，（JM）：>J—>@*
［J］ )/75$1& E5/$%1#$_* )/%#0/%$1/6 <&15&/%$3.2［)］* ;&G ‘35_：(3V&5 W7P6$1/%$3.2，S;L，!?M*
［M］ H&,/-/% =* = 1306&%& 2367%$3. %3 %#& &9$2%&.1& /., .3.&9$2%&.1& 34 E.7% a$_ ,&2$8.2 /., 35%#383./6 E.7% a$_ ,&2$8.2［:］* : L30P$T

./%35$/6 +#&35-（=），!>??，（BB）：AA!—AA?*

<+, =7$5’,)%, (* >&)4$&/()&# .&/$% 2?3&0,5
/, 01%#&2,，3, 41,#5%(

（+/$-7/. U.$V&52$%- 34 +&1#.3638-，QAQQBJ，+/$-7/.，L#$./）

!:5’0&%’：+#$2 I/I&5 /623 8$V&2 %#& ,&4$.$%$3. 34 ]7/,5/%$1 $.%&8&5 2]7/5&2 /63.& G$%# %#& I53,71% P&%G&&. %#&0 /., 5&I6/1& 34
I53V$.8 %#& &9$2%&.1& 34 I/.,$/83./6 0/8$1 2]7/5&2 34 35,&52 %& P- I53V$.8 %#& &9$2%&.1& 34 I/.,$/83./6 0/8$1 2]7/5&2 34 35,&52
% /., & 5&2I&1%$V&6-* +#&. 13.2%571%2 %#& 4/0$6- 34 I/.,$/83./6 0/8$1 2]7/5&2 34 /66 35,&52 & b J c B’ /., & b !B c B’（ ’!
Q）* =8/$.，72$.8 %#& I53,71% 34 ]7/,5/%$1 $.%&8&5 2]7/5&2，13.2%571%2 %#& 4/0$6- 34 I/.,$/83./6 0/8$1 2]7/5&2 34 /66 35,&52 &"
B，A，J " d B* S% $2 G&66 _.3G. %#/% %#& 0/8$1 2]7/5& 34 35,&5 & b B ,3&2 .3% &9$2% /., 0/8$1 2]7/5& 34 35,&5 & b A $2 7.$]7& /.,
.3% / I/.,$/83./6 0/8$1 2]7/5&* ;3%& %#/% )5* </-.35 #/2 2#3G. .3.&9$2%&.1& 34 I/.,$/83./6 0/8$1 2]7/5& 34 35,&52 & b J " d
B* +#&5&435&，%#& &9$2%&.1& I53P6&0 34 I/.,$/83./6 0/8$1 2]7/5&2 $2 130I6&%&6- 236V&,*
-,8 ;(045：$.%&8&5 2]7/5&，]7/,5/%$1 $.%&8&5 2]7/5&，I53,71% 34 ]7/,5/%$1 $.%&8&5 2]7/5&，2&64 35%#383./6 I/.,$/83./6 $.%&8&5
2]7/5&，I/.,$/83./6 0/8$1 2]7/5& ［责任编辑：陆炳新］

—BJ—

南京师大学报（自然科学版） 第 B?卷第 J期（BQQJ
##############################################################
年）

  万方数据


