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［摘要］’ 设 ! 是一个幺半群" 本文证明了所有正则左 !# 系是挠自由的当且仅当对每个元 $" % $" ! 和每个 !

中的左消元 &，必存在元 ’" !，使得 ’&$ % $，从而改进了文献［(］的一个结果"
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;’ 引言

在半群的 !# 系理论中，对于具有某些性质的所有半群满足另一性质的半群的刻划占有很重要的作

用，这方面的工作如［%—#&］等" 本文继续了这方面的研究，主要考虑了挠自由左 !# 系和满足条件（(）的

左 !# 系以及正则左 !# 系相互之间的联系和刻划问题" 其中定理# 证明了所有正则左 !# 系是挠自由的当且

仅当对每个元 $" % $" ! 和每个 ! 中的左消元 &，必存在元 ’" !，使得 ’&$ % $，从而改进了文献［(］的一个

结果" 定理 " 和定理 + 分别给出了所有满足条件（(）的左 !# 系是挠自由的以及所有挠自由左 !# 系满足条

件（(）的幺半群的刻划"

<= 结果及证明

设 ! 是一个幺半群，) 是一个集合，! 从左边作用于 )，若满足（ *’）+ % *（ ’+），#+ % +，+" )，*，’" !，其

中 # 是 ! 的单位元，则称 ) 是一个左 !# 系（ 3847 !#607）"
设 ) 是一个左 !# 系" 称 ) 是强平坦的（;7A2<D3G 4367）是指 ) 满足条件（,）和（(）：

（,）若 *+ % ’-，*，’" !，+，-" )，则存在 .，/" !，0" )，使得 *. % ’/，+ % .0，- % /0"
（(）若 *+ % ’+，*，’" !，+" )，则存在 ." !，使得 *. % ’.，+ % .-"

如果函子 #. ) 保持所有单同态，则称 ) 是平坦的（ 4367）"
如果函子 #. ) 保持 ! 的右理想作为一个右 !# 系到 ! 的嵌入，则称 ) 是弱平坦的（O86R3G 4367）"
若对任意 *+ % *-，其中 +，-" )，* 是 ! 中的左消元，必有 + % -，则称 ) 为挠自由的（ 72A;:2< 4A88）"
设 +" )" 若存在一个同态 1：!+, !，使得 1（+）+ % +，则称 + 是正则的" 若 ) 中的每一个元都是正则

的，则称 ) 是正则的（ A8D@36A）"
若 )/

!

’!$2，$
"
2 % $2 " !，2" 3，则称 ) 为投射左 !# 系"

—.—

第 ". 卷第 # 期
"$$* 年

’ ’ ’ ’ ’ ’ 南京师大学报（自然科学版）
S)ETB,H )U B,BSVBW B)T5,H EBVXNT/VMY（B67@A63 /0:8<08）

’ ’ ’ ’ ’ ’ X23J ". B2J #
"$$*

$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$

  万方数据



我们已经知道在上述左 !" 系是不同的，并且它们之间有如下关系（详见文献［!，"］）：# 是投射左 !" 系

0 # 是强平坦左 !" 系 0 # 满足条件（$）0 # 是平坦左 !" 系 0 # 是弱平坦左 !" 系 0 # 是挠自由的左 !"
系%

引理 !［"］# 设 &" #，下列条件等价%
（$）& 是正则的%
（%）存在 ’% ( ’" ! 使得 ’& ( & 且由 )& ( *& 可得到 )’ ( *’，)，*" !%
（&）!& 是一个投射左 !" 系%

由一个元生成的左 !" 系称为循环（’(’)*’）左 !" 系%
引理 #［$］# 每个满足条件（+）的循环左 !" 系是强平坦的%
命题 !# 若 # 是正则左 !" 系，则 # 满足条件（+）%
证明 # 设 ,& ( -&，其中 ,，-" !，&" #% 因为 # 是正则的，故由引理 $ 可知存在 ’% ( ’" !，使得 ’& (

&，且由 ,& ( -& 可得到 ,’ ( -’% 令 . ( ’，/ ( &，则有 ,. ( -. 和 & ( ./% 因此由定义可知 # 满足条件（+）%
证毕%

文献［"］证明了如下结果：所有正则左系是挠自由的当且仅当对每个元 ’" 0，其中 0 是 ! 中的所有幂

等元组成的集合，每个元 ." ! 和每个左消元 )" !，必存在元 -" !，使得 -).’ ( .’% 实际上我们还可以有

更直接一些的结果%
定理 !# 下列条件等价：

（$）所有正则左 !" 系是挠自由的%
（%）对每个 ’% ( ’" ! 以及每个 ! 中的左消元 )" !，必存在 -" !，使得 -)’ ( ’%

证明 # （$）0（%）% 由文献［"］，对每个元 ’% ( ’" !，每个元 ." ! 和每个左消元 )" !，必存在元 -
" !，使得 -).’ ( .’% 因 ! 是幺半群，故可取 . ( $，此时易见结论（%）成立%

（%）0（$）令 # 是任意一个正则左 !" 系% 设 )& ( )/，其中 &，/" #，) 是 ! 中的左消去元% 由文献［+］

可知，存在同构 1：!& , !’，使得 1（&）( ’" !，’% ( ’% 由（%）的假设知，对 ’ 和 )，存在 -" !，使得 -)’ ( ’%
故有 & ( 12$（’）( 12$（ -)’）( -)1 2$（’）( -)& ( -)/" !/% 因 !/ 是挠自由的（同构于 ! 的一个左理想），故

得 & ( /%（证毕）

定理 ## 下列条件等价：

（$）所有满足条件（+）的左 !" 系是挠自由的%
（%）所有左 !" 系是挠自由的%
（&）对任意左消去元 )" !，存在 -" !，使 -) ( $%

证明 # 由文献［!］可知（&）0（%）成立%
（%）0（$）显然%
（$）0（&）用反证法% 设存在左消去元 )" ! 是使得 3 ( !) 严格包含在 ! 中的% 我们构造如下的左 !"

系 #（3）：设 4，5，61 !% 令 !3 为 ! 中所有不在 3 中的元的集合，由反证假设可知 !3 不空%
定义 #（3）( ｛4，5｝7 !3 2｛6｝7 3% 定义 !，#（3）的左乘运算如下：

,（8，.）(（8，,.），若 ,.1 3% 否则定义 ,（8，.）(（ 6，,.）% 其中 8 ( ｛4，5｝%
,（ 6，.）(（ 6，,.），对任意 ," !%
则由定义直接验证可知，#（3）满足条件（+）% 故由（$）条件可得 #（3）是挠自由的% 因为 )（4，$） (

（ 6，)）( )（5，$），故根据挠自由的定义，可得（4，$）(（5，$）% 但这显然是与我们的构造相矛盾的% 故 !) (
!% 从而存在 -" !，使 -) ( $% 证毕%

文献［,］证明了所有满足条件（+）的左 !" 系是平坦的当且仅当 ! 是 -./ 01234// 正则的，但是所有

平坦的左 !" 系满足条件（+）的刻划问题并没有解决% 这里我们得到这个命题的一个充分条件和一个必要

条件，而这两个条件是十分接近的%
命题 ## 若 ! 中每个异于 $ 的元都是左零的，则所有弱平坦左 !" 系满足条件（+）%
证明 # 由文献［5］可知此时所有弱平坦左 !" 系都是正则的% 再由命题 $ 可得所有弱平坦左 ! 系满足

（+）% 证毕%
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推论 !! 若 ! 中每个异于 " 的元都是左零的，则所有平坦左 !" 系满足条件（#）$
命题 "! 若所有平坦左 !" 系满足条件（#），则 ! 是左幂零的$
证明 ! 由假设所有平坦左 !" 系满足条件（#），故所有循环平坦左 !" 系满足条件（#）$ 又由引理 # 可

知每个满足（#）循环左 !"系是强平坦的，故此时所有循环平坦左!"系是强平坦的$ 由文献［$］，!是左幂零

的$ 证毕$
由上面的结论，人们很容易联想到这样一个问题，即：! 是左幂零的是否就是所有平坦左 !" 系满足条

件（#）的充要条件？这个问题至今为止还没有一个明确的答案$
下面的定理刻划了所有挠自由左 !" 系满足条件（#）的幺半群$
定理 "! 下列命题等价：

（"）所有挠自由左 !" 系满足条件（#）$
（#）所有左 !" 系满足条件（#）$
（%）! % ｛"｝或｛&，"｝$

证明 ! （#）0（"）显然$
（%）0（#）令 & 是任一左 !" 系$ 设 ’( % )(，其中 ’，)" !，(" &$ 由（%）假设，! % ｛"｝或｛&，"｝$ 故若

’ % )，则令 * % "$ 则由定义可知 & 满足条件（#）$ 若 ’( )，不妨设 ’ % &，) % "，则有 ( % )( % ’( % &$ 令

* % &$ 则同样由定义可知 & 满足条件（#）$
（"）0（%）由（"）假设，所有挠自由左 !" 系满足条件（#）$ 故所有循环挠自由左 !" 系满足条件（#）$

由引理 #，每个循环挠自由左 !" 系是强平坦的$ 故由文献［%］可知 ! % ｛"｝或｛&，"｝$ 证毕$
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