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［摘要］) 设 !为正整数，"为图# 我们给 "每个顶点一个长为 !的任意表，如果存在一个顶点着色，使得每个

顶点都可从表中得到一种颜色，则称 "为 !$可选色的#本文中证明了不含相邻三角形并且四面和三面不相邻的

平面图是 ($可选色的#
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@A 基本定义

本文只考虑简单有限平面图$凡本文未定义的概念与记号均见［"］$
设 " %（&，’，(）为平面图# "的顶点，边，面的集合分别记作 &，’，(#顶点 )的度数记做 *（)）#图 "的

最小度记作 !（"），或简记为 !#图 "中与 )相邻的顶点的集合记作 +"（)）#如果 *（)）% !或 *（)）& !则称
顶点 )为 !$或 !, $点#同理 !$或 !, $面记度数为 !或至少为 !的面 -#一个面与边界上所有的点与面相关#
两面共享一边 .，则称它们在 .边相邻#面 -的度数即与它相关的边的个数记作 *（ -）#割边计算两次#
如果 "中每个顶点都可从其给定列表 /（)）中得到一种颜色，并且相邻两顶点着不同色，则称 " 为

/（"）着色，或 /（"）为 "的列表着色#如果 "的每个列表恰好有 !种颜色，则其也为 !$可选色的#
设 " %（&，’）为图，不一定为平面图#令 -，0：& , B，B为正整数#如果任给 )" &一个颜色集 1（)），

1（)） % -（)），我们能够选一子集 2（)）- 1（)）， 2（)） % 0（)），使得 2（3）4 2（)）% )，3)" "，则称
"是（ -，0）$可选色的［#］#如果 -4（)）& -（)），)" &，那么（ -，0）$可选色的也是（ -4，0）$可选色的#如果 "是
（ -，0）$可选色的，-与 0为连续映射且 -（)）% 5，0（)）% 6，)" &，则 "也是（5，6）$可选色的#（!，"）$可
选色的简称为 !$可选色的#已经证明了不含 7$圈（ 7" P，(，+，-）的平面图是 ($可选色的［(，+］，不含相交三
角形的平面图是 ($可选色的［+—’］#
本文证明了不含相邻三角形并且四面和三面不相邻的平面图是 ($可选色的#
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!" 构造一些平面图

!!，!"，⋯ ，!#为图!中所示的图" !#中黑色的点称之为黑点，其余的点称之为白点!’ #’#" $%&’ !

中图的集合记做 !"

图 #

设 !为镶嵌在特征值为正的面上的图" $为 !的面子集"如果 %由 $和与 $相关的顶点与面构成，称 %
为 !中由 $生成的面导出子图"如果 !的面导出子图 &同构于 %" ! 使得其满足（!）&中每个对应于 %
的白点在!中为(度点，（"）&中每个对应于%的黑点在!中为)度点，则&为!’子图"令 (#为定义在 )（!#）

上的整数映射 ! ’ #’ (，其值如图 ! 所示"
定理 !" #* 设 ! *（+，,，&）为平面图"如果 !不含相邻三角形，!& ( 且四面与三面不相邻，则 !含

!’子图"
在下面证明中，将恰与 #个三角形相关的(’或)’度点称为(+# ’或)+# ’点，# * !，"，且将不与三角形相关

的 (’或 )’度点称为 ( -+ ’或 ) -+ ’点"如果 (’面 (与一个 )’度点和三个 (’度点相关，则称 (为坏的"如果 )’
面 (与一个 )’度点四个 (’度点和五个三角形相关，则称 (为坏的"
证明 * 给 !的顶点和面赋值，顶点的赋值方法是 .（)）* "/（)）- #，)" +，面的赋值方法是 .（ (）*

/（ (）- #，(" &"根据欧拉公式，得到60"+2&.（0）* - !""现在我们重新分配顶点与面之间的值，得到一
新的赋值 .7 保持60"+2&.7（0）* - !""令 &7 为 &的子集，由 !’子图构成"如果我们能定义一种传递点
面之间值的方式使得60"+2& ,&7.7（0）& -，&()，那么我们得到 &7 ()，这样就完成了定理的证明"
点面之间值的传递方式如下：

（1!）从 # 2 ’点传递值 ! 给每个与它相关的面；
（1"）从 ) -+ ’点传递给相关的面 (：
* *（1"" !）如果 (是坏的 (’面，传递值 !；

* *（1"" "）其它传递值
+
( ；

（1+）从 )+! ’点传递给相关的面 (：
* *（1+" !）如果 (是三角形或坏的 (’面，传递值 !；

* *（1+" "）其它传递值
"
+ ；

（1(）从 )+" ’点传递给相关的面 (：
* *（1(" !）如果 (是三角形或坏的 ) - 面，传递值 !；

* *（1(" "）其它传递值
!
" ；（当 )+" ’点与一个坏的 )’面相关）

* *（1(" !）3 如果 (是三角形，传递值 !；

* *（1(" "）3 其它传递值
"
+ ；（当 )+" ’点不与坏的 )’面相关）

（1)）从 ( -+ ’点传递值 !
" 给每个与它相关的面；

（1#）从 (+! ’点传递给相关的面 (：
* *（1#" !）如果 (是三角形，传递值 !；
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! !（!"" #）其它传递值
$
% ；

（!&）从 ’%# #点传递值 $ 给每个与它相关的三角形"
首先，由于我们只考虑 $2 % (%7，因此先给出下面的事实：
&$：)

’% #或 )%$ #点至多与一个坏的 ’#面相关；
&#：)

%# #点至多与一个坏的 )#面相关；
&%：’

%# #或 )%# #点不与四面相关"
设 (是 " ) #点，则由 !$，*7（(）& *（(）’ + , #+ ’ " ’ +& *"

设 (是 )#点" &如果 (是 ) ’% #点，则由 &$ 和 !#，*7（(）& *（(）’ $ ’ ’· %
’ , *"如果 (是 )%$ #点，

则由 &$ 和 !%，*7（(）& *（(）’ #·$ ’ %· #
% , *"如果 (是 )%# #点，则由 &#，&% 和 !’，当 (与一个坏的 )#

面相关时 *7（(）& *（(）’ %·$ ’ #· $
# , *，当 (不与坏的 )#面相关时 *7（(）& *（(）’ #·$ ’ %· #

%
, *"

设 (是 ’#点"如果 (是 ’ ’% #点，则由 !)，*7（(）, *（(）’ ’· $
# , *"如果 (是 ’%$ #点，则由 !"，*7（(）

, *（(）’ $ ’ %· $
% , *"如果 (是 ’%# #点，则由 &% 和 !&，*7（(）, *（(）’ # , *"

设 -是 " ) #面，则 *7（ -）, *（ -）& *"
设 -是 %#面，则每个与 -相关的点传递值 $ 给它，*7（ -）, *（ -）) % , *"

设 -是 ’#面"如果 -恰与一个 ) ) #点和三个 ’#点相关，则由 &%，*7（ -）& *（ -）) $ ) %· $
% , *"如果

-至少与两个 ) ) #点相关，则由 &%，*7（ -）& *（ -）) #· #
% ) #· $

% , *"

设 -是 )#面"

假设 -至少与两个 ) ) #点相关，则 *7（ -）& *（ -）) #· $
# , *"

假设 -恰与一个 ) ) #点和四个 ’#点相关"当 -与一个 " ) #点相关时，则 *7（ -）& *（ -）) $ , *"当 -是
一个坏的 )#面时，则由 !’" $，*7（ -）, *（ -）) $ , *"当 -不是坏的 )#面时，则 )#点不与坏的 )#面相关，否

则 .含有同构于 .) 的 !#子图"因此最坏的情况是 -与四个三角形相邻，则 *7（ -）& *（ -）) #
% ) $

% , *"

图 !

假设 -与五个 ’#点相关"当 -最多与三个三角

形相邻时，则由 !)，!"，!&，*7（ -）& *（ -）) %· $
%

, *" 当 - 与四个或五个三角形相邻时，*7（ -） ,

*（ -）) #· $
% , ’ $

%（图 #（+））或 *7（ -）, *（ -）

, ’ $（图 #（,））"
这里用8-来记图#中的)#面"将与两个三角形

相关的’#点称为/#点"下面考虑与8-在/#点相关
的面 -0，$ ’ 0’ )"同构与8- 并与 -0 在 /#点相关的点的个数记做 1（ -0）"给出图 # 中几个显见的事实：

&2$：(0 都是 ) ) #点；
&2#：当 (0 是 )#点，则 (0 不和坏的 )#面相关；
&2%：1（ -0）’ 3（ -0）’ #"

如果我们能证明不等式 *7（8-）)3 *7（ -0）
1（ -0）

& *成立，那么我们就可以得到 3
4"$2% (%7

*7（4）&*，这样
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定理就成立了!
（ !）设 "# 为 "$面!
如果 "# 恰与两个 " % $点和三个 #$点相关，则必有一点为 $ % $点，否则 &含有同构于 &$ 的 !$子图，因

此
’7（ "#）
(（ "#）

&
’（ "#）% % % &

’
’ ) &

( !如果 "# 至少与三个 " % $点相关，则
’7（ "#）
(（ "#）

&
’（ "#）% &· &

’ % %
&

& ) "
%&!

（ !!）设 "# 为 $ % $面，
’7（ "#）
(（ "#）

&
’（ "#）% &· &

’
*（ "#）+ & &

, + %#
’

, + & &
%
’ !

因此 ’7（8"）%3 ’7（ "#）
(（ "#）

&+ %
’ % ’· &

( - )（图 &（*）），’7（8"）%3 ’7（ "#）
(（ "#）

&+ % % "· &
( - )

（图 &（+））!

!" 运用于选色

引理 !! #［$］, 每个 &$可选色的图也是（&(，(）$可选色的，(" %!
显然每个偶圈都是 &$可选色的，由引理 ’! %它也是（&(，(）$可选色的，( - )!因此 &% 是（( "%，(）$

可选色的，( - )!有关选色与方向之间的关系在［-］中有描述!给出有向图 . )（/，0）与 .中两点 1，2，
用
,9912" 0定义 .中 1到 2的弧!设 3.［1］)｛1｝2｛4"

,

::

/ 14" 0｝!如果存在独立集 5* /，对于每个
4" / .5，存在点 6" 5，使得,9946" 0，则 5为 .的核! .的底图为 & )（/，7），7 )｛ ,9946 46" 0!如果有向
图 .是（ "，8）$可选色的，则 &也是（ "，8）$可选色的!
引理 !! &［’］, 设 .为无环有向图，任意两点在每个方向只有一弧相连，每个导出子图都有核!令 "，8

为 /（.）上的两个正整数映射!如果 "（1）& 3
4"3.［1］

8（4），8（1）- )，则 .是（ "，8）$可选色的!

引理 !! !, &# 是（( "#，(）$可选色的，# ) %，&，(为正整数!

图 !

我们给 &# 一个方向，# ) &，’，如图 ’所示!引
理 ’! ’的证明在［"］中!当( ) %时，（#(，(）$可
选色的即 #$可选色的!
引理 !! (［)］, 设 & )（/，7）为圈 4%4& ⋯

494% 恰含有一弦 4%4,（’ ’ ,’ 9 + %）!令 "：/ ,
%! "（6%）) "（6,）) ’且 "（6#）) &，#( %，,!则 &
是（( "，(）$可选色的，(" %!
由引理 ’! # 知 &# 是（( "#，(）$可选色的，(为正整数!
引理 !! ), 设 "" 为 &" 点的赋值! ""（4"） ) ’ 且 ""（4#） ) &，#( "!则 &" 是 "" $可着色的!
证明 , 如果 ""（4%）; ""（4"），则存在 !" ""（4%）. ""（4"）!着色方法是 4% 着颜色 !，接下来顺序着色

4&，4’，4#，4$，4" !
如果 ""（4%）- ""（4"）!
当 ""（4%）( ""（4$），则存在 !" ""（4%）. ""（4$）!着色方法是4%着颜色 !，接下来顺序着 4&，4’，4#，4"，

4$ !
当 ""（4%）) ""（4$），则存在 !" ""（4"）. ""（4%）!着色方法是4"着颜色 !，接下来顺序着 4#，4’，4&，4%，

4$ !
引理!! *, 设 "$为 &$点的赋值! "$（4%） ) #， "$（4&） ) "$（4"） ) ’， "$（4’） ) "$（4#） ) &且

"$（6#） ) &，& ’ #’ "!则 &$ 是 "$ $可着色的!
证明 , 如果 "$（4"）2 "$（6"）; "$（4%），则存在 !"（ "$（4"）2 "$（6"））. "$（4%）!当 !" "$（4"），着色

方法是 4"着颜色 !，接下来顺序着 4#，4’，6"⋯ 6&，4&，4% ! 当 !" "$（6"），着色方法是 6"着颜色 !，接下来
顺序着 6#，6’，6&，4" ⋯ 4&，4% !
如果 "$（4"）2 "$（6"）- "$（4%）!

—&&—
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当 !!（""）2 !!（#"）( !!（"#），则存在 !" !!（"#）$（ !!（""）2 !!（#"））$ 着色方法是 "# 着颜色 !，接下
来顺序着 #%，#&，#’，#"，"%，"&，"’，"" $
当 !!（""）2 !!（#"）% !!（"#），我们得到 !!（#"）; !!（""），并且存在 !" !!（#"）$ !!（""）$着色方法是 #"

着颜色 !，接下来顺序着 #’，#&，#%，"#，"% ⋯ "’，"" $
引理 !$ "［#］( 给 &两个映射 !，’：(（&）, $，$ 为正整数$ 设 ) 为 & 的点导出子图，且 !*（#）%

)*+｛!（#）+ 3
"",&（#）$(（)）

’（"），,｝，#" (（)）$如果& $)为（ ! & $)，’ & $)）-可选色的，)为（ !*，’）-可选色的，

则 &为（ !，’）-可选色的$
引理 !$ %［&］( & %（(，.）为图，不一定为平面图$ !，’为两个 ( , $的映射$令 ) % &［(*］，(** (，

且 !*（#）% !（#）+ 3
"",&（#）$(*

’（"），#" (*$如果 !*（#）& ’（#），#" (*，&-)为（ !，’）-可选色的且)为（ !*，’）-

可选色的，则 &为（ !，’ ）-可选色的$
定理 !$ ’( 不含相邻三角形且四面和三面不相邻的平面图是 ’-可选色的$
证明 ( 用数学归纳法证$
显然 ( % # 时定理成立$假设 ( / 0，0& % 时定理成立$
设 ( % 0$当 "’&，令 #" (，1（#）% "$由于 &不含相邻三角形且四面和三面不相邻，所以其子图也

满足条件$根据归纳假设 & + #是 ’-可选色的，由于顶点 (的度数小于 ’$则易证 &也是 ’-可选色的$当 "
& ’ 时，由定理 %$ #知 &含 !-子图$引理 &$ #到引理 &$ !知 &2 是（ !2，#）-可选色的，#’ 2’ !$又由归纳假
设，& +｛&#，&%⋯&!｝是（’，#）-可选色的，再由引理 &$ -和引理 &$ .得到 &是（’，#）-可选色的，即 ’-可选
色的$

() 总结与猜想

在文中我们讨论了不含相邻三角形并且四面和三面不相邻的平面图是 ’/可选色的问题0考虑其它一
些不含相邻三角形的平面图是否也是 ’/可选色的，由此我们给出下面的一个猜想：
猜想：不含相邻三角形并且四面距离至少为 & 的平面图是 ’/可选色的0
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袁兰兰，等：不含相邻三角形平面图的 ’/可选色问题
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