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［摘要］) 本文以具有长条型内边界的二维调和外问题为例，研究一种带有椭圆人工边界的自然边界元与有限

元耦合法，给出耦合变分问题的适定性及近似解的误差估计# 理论分析及数值结果表明，用该方法求解带长条

型内边界的外问题是十分有效的#
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C) 引言

科学与工程计算的许多领域常常遇到无界区域问题，数值求解这类问题一直是人们关注的热点# 由于

区域的无界性，这给数值计算带来了一定的困难# 虽然经典的边界元方法可用于求解无界区域问题，但在

实际处理时，要涉及到大量的奇异积分的计算，计算量较大# "$ 世纪 &$ 年代末和 ,$ 年代初期冯康教授首

创的自然边界元方法［!—+］，它与经典的边界元方法相比具有独特的优点：易实现，数值稳定性较好，与有限

元基于同一变分原理，且可与有限元方法自然直接地耦合# 具有代表性的优点，就是刚度矩阵保持了原问

题的对称性，并有循环性或分块循环性，使得系数的计算量大为减少，从而具有更多的数值计算上的优点#
但自然边界元方法的这一优点正是由自然边界归化的解析上的工作换来的［(，/］# 由于对一般区域上的边

值问题往往难以得到相应的 VB99= 函数，也难以直接应用 W3AB;9B 分析方法和复变函数论方法，从而无法

解析地求得自然积分方程和 I3;<<3= 积分公式，因而也就不能直接应用自然边界元方法# 而有限元法适应

于较任意的有界区域，于是自然边界元与有限元耦合法运用而生［(，/，,］# 这一耦合法吸取了有限元法能适

应较任意区域的优点，克服了自然边界归化时对区域要求的限制#
由于受自然边界归化对区域要求的限制，此前自然边界元与有限元耦合法通常都只能选取圆（ 对二
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维问题）或球面（对三维问题）作为人工边界，但对某些具有长条型内边界的外问题而言，以圆或球作为人

工边界并非最佳选择，将会导致大量多余的计算，这显然是很不“经济”的! 若是选取椭圆（对二维问题）或

椭球面（对三维问题）作为人工边界，可使计算区域大大缩小，计算量大为减少! 本文以二维调和外问题为

例，提出一种基于椭圆人工边界的自然边界元与有限元的耦合法!
设!是平面内具有长条型边界的有界单连通区域，其边界"" ! +!为光滑或分段光滑的闭曲线，!" !

## $<!$ 我们考虑如下二维 %&’((&) 方程 *+,-.)) 边值外问题：

#% ! "， 在 !" 内，

+%
+&

! ’， 在 "" 上，

% 在无穷远处有界
{

$

（/）

其中 ! !（&/，&#）是区域!" 的边界"" 的单位外法向量，其方向指向由"" 包围的内部区域$ ’"() /
#（""）

为 "" 上的已知函数$ 为保证问题（/）有解，’ 必须满足相容性条件

〈’，/〉"" = %
""

’0* ! "$ （#）

为了数值求解上述问题（/），我们引入一条椭圆人工边界，将无界区域问题转化到一个“较小”的环

型有界子区域上的问题去实现$ 本文余下的内容可概述如下：先给出椭圆外区域上的 %&’((&) 积分公式及

自然积分方程，并研究耦合变分问题的适定性，然后对变分问题的近似解的误差进行分析，最后给出数值

例子，以示该方法的有效性$

!" 椭圆外区域上的自然边界归化

为简单起见，不妨设 "" 所围成的内部区域包含坐标原点$ 引入椭圆坐标（$，%），则平面上的椭圆坐标

（$，%）与直角坐标（+，,）之间有如下关系

+ ! -"1&(2$1&(%，

, ! -" (’)2$(’)%
{ $

其中 -" 为正常数（椭圆的焦半距）$ 以坐标原点为中心作一包围"" 的椭圆"$/ !｛（$，%） $ ! $/，"’%’
#!｝，且 0’(3（""，"$/）! & . "$ "$/ 将区域 !" 分成一个有界子区域 !/（即 "" 与 "$/ 间的环型区域）和一

个具有规则光滑边界的无界子区域 !#，（即 "$/ 为内边界的椭圆外区域），!" ! !/ 2 !#，!/ 4 !# ! )$

由自然边界归化理论［4，5］，在"$/ 上的 6’7’128+3 边值 %/（即 %（$/，%））与其 *+,-.)) 边值+%
+&

之间具

有如下关系

+%
+&

! ! %/，$ ! $/， （9）

称为自然积分方程，其中! 是自然积分算子$ 而解 % 与其 6’7’128+3 边值 %/ 之间的关系为

% ! " %/，$ . $/， （:）

称为 %&’((&) 积分公式，其中 " 是 %&’((&) 积分算子$
根据文［;，<］，%&’((&) 积分公式（:）为

%（$，%）! 3
/=

0 ! )=
10+ 0（$/)$）/ ’0%，$ . $/， （4）

以及自然积分方程（9）为

+%
+&

! /
2! "
3
/=

0 ! )=
0 10+

’0%，$ ! $/， （5）

其中 10 ! /
#!%

#!

"
%（$/，%3）+ ) ’0%30%3，2" ! -#"（1&(2#$/ (’)

#% / (’)2#$/ 1&(
#%），’ ! )! /$

据自然积分方程（5），给出自然积分算子! 的如下定义：

〈! -，4〉"$/
! #!3

/=

0 ! "
0 50>60，5-，4" (

/
#（"$/） （;）
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其中 !" # !
"!%

"!

#
$（!!，"）$ % %""&"，&" # !

"!%
"!

#
’（!!，"）$ % %""&"，>!" # !%"，>&" # &%"(

对 ) * #，记

+)（#!!）# ｛$" ,"（#!!）： $ )，#!!
- . ’ ｝， （(）

其中 $ "
)，#!!

# 3
.’

" # #
（! . ""）) !"

"，!" 的含义如上所述( 以下为书写简便起见，我们记

&（#!!）# +
!
"（#!!）/ 0#，&（$!）# +!（$!）/ 0# (

引理 !［"］) 由（*）定义的自然积分算子!：&（#!!）, +
? % !

"（#!!）是线性连续算子（0# 是 #!! 上全体

常数函数所构成的集合），且

!$ % !
" ，#!!

’ "! $ &（#!!）
，5 $" &（#!!）( （+）

其中

+
? % !

"（#!!）# ｛12 " +% !
"（#!!）〈12，!〉#!!

# #｝，

’ % !
" ，#!!

# ,-.
%"+! / "（#!!）

% ! / "，#!! # !

〈’，%〉#!!
(

又由于

$ "
&（#!!）

# %/0
3"0#

$ . 3 "
!
" ，#!!

# %/0
3"0#
3
.’

" # !
（! . ""）

!
" !"

" . !# . 3{ }"

所以

$ "
&（#!!）

# 3
.’

" # !
（! . ""）

!
" !"

( )"
!
" (

#$ 耦合变分问题及其适定性

利用自然积分算子!，外问题（!）与下面的有界子区域 $! 上的非局部边值问题等价

&1 # #， 在 $! 内，

+1
+2

# 4， 在 ## 上，

+1
+2

# % !（’1）， 在 #!! 上









 (

（!#）

其中 ’ 为迹算子：’1 # 1 #!!
( 问题（!#）相应的变分问题为：求 1" +!（$!），使得

5（1，’）#〈4，’〉##
，5’" +!（$!）( （!!）

其中

5（1，’）# %$!
!1·!’&6&7 .〈!（’1），’〉#!!

，〈4，’〉##
# %##

4’&)(

对于双线性泛函 5（·，·），有

定理 !) 双线性泛函 5（1，’）在 &（$!）8 &（$!）上是对称，连续和强制的(
证明 ) 据［1，2］，易知 5（1，’）是对称性的( 由（*）及 3456789 不等式可得

) ) ) ) 〈!（’1），’〉#!!
’ "! 3

.’

" # !
" · 9"

( )"
!
" · 3

.’

" # !
" · >&"

( )"
!
"

# "! 3
.’

" # !
" · 9"

( )"
!
" · 3

.’

" # !
" · &"

( )"
!
"

’ "! 3
.’

" # !
（! . ""）

!
" 9"

( )"
!
" · 3

.’

" # !
（! . ""）

!
" &"

( )"
!
"

# "! 1 &（#!!） ’ &（#!!）
，51，’" &（#!!）(

再据引理 ! 知
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! ! ! ! ! ! !（"，#） $ %!"
!"·!##%#& ’〈!（""），#〉#$"

’ " "，!"
# "，!"

’ 〈!（""），#〉#$"

’ " (（!"） # (（!"）
’ $!)· " (（!"） # (（!"）

’（" ’ $!)）· " (（!"） # (（!"）

’ ) " (（!"） # (（!"）
，5"，#" (（!"）*

由自然积分算子!的定义（%）式，可知对 "" +
"
$（#$"），有

〈!"，"〉#$"
$ $!3

’&

, $ "
, · -,

$ &!$!3
’&

, $ "
（" ’ ,$）

"
$ -,

$ $ !$! " $
(（#$"）& ’*

又由［(，)］可知

# (（!"）’ )" # "，!"
，5#" (（!"）*

所以

!（"，"）$ %!"
!"·!"#%#& ’〈!"，"〉#$"

& %!"
!"·!"#%#&= " $

"，!"
& ) " $

(（!"）
*

定理!! 若 ."+/ "
$（#’），且满足相容性条件，即 ."+

? / "
$（#’），则变分问题（""）在商空间 (（!"）中

存在唯一解且该解连续依赖于给定边值 .*
证明 ! 变分问题（""）解的存在唯一性可由定理" 及 *+,-./012+3 定理立即得到* 下证稳定性* 设 " 为

其唯一解，对任意 0" 1’，则

! ! ! ! ! ! ) " $
(（!"）’ !（"，"）$〈.，"〉#’

$〈.，" ’ 0〉#’

’ . / "
$ ，#’

· /45
0"1’

" ’ 0 "
$ ，#’

’ )" . / "
$ ，#’

· /45
0"1’

" ’ 0 "，!"

’ )$ . / "
$ ，#’

" (（!"）

从而有

" (（!"）’ ) . / "
$ ，#’

*

"# 离散化及其误差分析

对区域 !" 作有限元剖分，使其在人工边界 #$" 上的节点为椭圆坐标 % 在［’，$!］的等分点所对应的

点* 记 23 为相应于该剖分由适当选取的基函数所张成的 +"（!"）的线性子空间，则对应于（""）的离散的

变分问题为：求 "3 " 23，使得

!（"3，#）$〈.，#〉#’
，5#" 23* （"$）

由变分问题（"$）出发可得线性方程组

4·- $ 5 （"6）

其中 4 $ 4" ’ 4$，4" 由有界子区域 !" 上的有限元得到的刚度矩阵，而 4$ 的非零子矩阵正是椭圆外区域

自然边界元刚度矩阵* 由定理 " 知 4 是对称半正定矩阵* 线性方程组（"6）在可差一常向量 5’ 的意义下存

在唯一解*

设 "，"3 分别为变分问题（""）及（"$）的解，@ 3
：+"（!"）, 23 为插值算子*

定理 "! （能量模估计）若 "" +$（!"），插值算子@ 3
满足

& /@ 3
&

"，!"
’ 63 & $，!"

，5&" +$（!"）* （"7）

则存在常数 ) 7 ’，使得

" / "3 "，!"
’ )3 " $，!"

* （"(）

证明 ! 由 !（" / "3，&3）$ ’，5&3 " 23 及定理 "，有

)" " / "3
$
(（!"）’ !（" / "3，" / "3）$ !（" / "3，" / &3）’ )$ " / "3 (（!"） " / &3 (（!"）

*
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又由于@ !
"" #!，所以

! ! ! ! ! ! " $ "! "，!"
’ " $ "! %"（!"）& ’#

’ ( $%&
"!"#!

" $ "! %"（!"）

’ ( " $@ !
"

)（!"）

’ ( " $@ !
"

"，!"

’ (!· " ’，!"
*

类似于文［(，)］中第六章中的方法，还可以得到 " $ "! 的 +’ 模估计和最大模估计*

定理 !! （+’ 模估计）若 "" %’（!"），插值算子@ !
满足定理 * 中的条件，且%!"

（" $ "!）+,+- . #，则

" $ "! +’（!"）’ (!’ " ’，!"
* （")）

定理 "! （最大模估计）若 "" %’（!"），@ !
：%"（!"）, #! 为关联于三角形单元的分片线性插值算

子，且%!"（" $ "!）+,+- . #，则

" $ "! +,（!"）’ (! " ’，!"
* （"-）

!# 数值例子

在下面的数值例子中，区域!/ 为## 的外部区域，取人工边界为椭圆#$" . ｛（$，%） $ . $"，%"［#，

’!］｝* 对有界区域 !" 作如下有限元剖分：先将区间［#，’!］分成 0 等分，相应的在椭圆周 #$" 上有 0 个分

点，使!" 上的有限元剖分在#$" 上的节点与这些分点重合* 计算自然边界元的刚度矩阵 1（其中 1 为 2’ 的

子矩阵）的元素时，用3
3#

4 . #
替换公式中的3

5,

4 . #
* 用 3 表示 !" 上的节点总数*

例 $! 用本文的耦合法求解外边值问题（"），其中 ## . ｛（$#，%） $# . #* (，# ’ %’ ’!｝为椭圆，

6 .
$ !’ ’.$%/$#01.%（01./’$# 5 01.’% $ 201./’$#）

7#（01./’$# 5 01.’%）’ 01./’$# $ 01.’! %
*

7# . "* ’(* 该问题的解为 "（$，%）. 01./$01.%
7#（01./’$ $ .$%’%）

5 (* 网格参数（0，3）取不同的值时，!" 上节点最

大误差及计算 345 运行时间如表 " 所示*
表 $# !$ 上节点的最大误差与计算运行时间

$" 网格（0，3） 3# " $ "! +,（!"） 比值 345 时间（秒）

（6，’2） ’# #* #22 - #* ’#( "
#* 6 （")，6#） ’# #* #*- * "* "76 2 #* 2"* ’

（*’，’66） ’# #* ##7 ) ** 66( 2 #* 6*’ 2
（6，’2） ’# #* #(6 2 #* ’(* *

"* # （")，6#） ’# #* #’7 6 "* 7(7 - #* (*- ’
（*’，’66） ’# #* ##- * 2* #6’ ’ "* ’#7 "
（6，’2） ’# #* #-" 2 #* ’6" 2

"* ( （")，6#） ’# #* #"6 ’ ** 7’* " #* (62 *
（*’，’66） ’# #* ##) # ** #** * "* *’2

! ! 例 %! 设 !/ 为矩形｛（,，-） , ’ #* 7，- ’ #* *｝外部的无界区域，

6 .

$ -’ $ #* 6"
（#* 6" 5 -’）’， - ’ #* *，, . #* 7，

-’ $ #* 6"
（#* 6" 5 -’）’， - ’ #* *，, . $ #* 7，

#* ),
（#* #7 5 ,’）’， , ’ #* 7，- . $ #* * 或 #* *











 *
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该问题的解为 !（"，#）$ "
"! % #!

% &’ (" $ #’ !$，)" $ %"’ 当 !# 及网格参数（*，)）取不同的值时，"# 上节

点最大误差及计算 &+, 运行时间如表 ! 所示’
表 !" !# 上节点的最大误差与计算运行时间

!# 网格（*，)） )" ! - !. /&（"#） 比值 ’() 时间（秒）

（#*，+,） %" "’ "$# - "’ +$$ %
"’ , （%!，#*"） %" "’ "+" % #’ !,+ # "’ .!# %

（*+，$-*） %" "’ "#% * !’ .$+ % +’ %!# -
（#*，+,） %" "’ "$- % "’ $%* !

#’ " （%!，#*"） %" "’ "%! $ #’ -*+ , #’ "!$ +
（*+，$-*） %" "’ "#+ * !’ !!# - $’ #+$ *
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/ / 由表 # 知数值结果与理论分析相一致’ 由表 # 及表 ! 均说明用本文的耦合法求解具有长条型内边界

的外问题是十分有效的’ 由（*）知对于长条型区域，使用椭圆人工边界求的自然边界元刚度矩阵的计算量

与使用圆作为人工边界求自然边界元刚度矩阵的计算量相同，但前者导致的计算区域更小，从而使数值求

解总体计算量大大减少’
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