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［摘要］& 在 !"型拓扑空间中引入 !"辅助序，讨论其有关性质# 在此基础上，证明半序 !"型拓扑空间中增映射

的几个不动点定理# 作为其应用，得到了概率度量空间中增映射的几个不动点定理#
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@A 引言
"$%, 年，=5@9:69 L［"］利用函数 ! 在度量空间 $ 上定义了一种半序关系9!：

%9!& : ’（%，&）( !（%）( !（&）（我们称9! 为 $ 上的 !" 辅助序），

并证明了一个不动点定理，即著名的 =5@9:69 不动点定理# 文［!］在如上定义的半序度量空间（$，’，9!）中证

明了几个增映射的不动点定理# "$$, 年，方锦暄［R］引入了一类重要的拓扑空间，即 !" 型拓扑空间，证明了这

样的空间可用一族拟度量来刻画，并利用在 !" 型拓扑空间 $ 上定义的 !" 辅助序9!，给出了 =5@9:69 不动点定

理和OS725;<变分原理在!"型拓扑空间中的推广# 通常的度量空间、47;C7@概率度量空间［+］、模糊度量空间［-］

以及 T5?:<1@33 拓扑向量空间都是 !" 型拓扑空间的特例［R，,］，因此文［R］的结果应用范围广泛# 受文［!］启发，

本文利用 !" 型拓扑空间中的 !" 辅助序9!，研究了半序 !" 型拓扑空间（$，｛’"｝"&)，9!）的有关性质，并在这

类空间中证明了增映射的几个不动点定理，推广了文［!］的有关结果# 作为直接推论，还得到了 47;C7@ 概率度

量空间中增映射的几个不动点定理#

BA "! 型拓扑空间上的 !! 辅助序及有关性质
定义 BA 设 $ 是 !" 型拓扑空间，｛’"｝"&) 是它的生成拟度量族（) *（)，;）是定向集），+ , ) 0（#，-）

是不增的# 对给定的函数 !：$ 0 C，定义 $ 上关系9! 如下：

%9!& : ’"（%，&）( +（"）［!（%）( !（&）］，<"& )， （"# "）
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则9! 是 ! 上的一偏序［!］" 我们称9! 为 ! 上的 !# 辅助序"
易见，$9!% = !（$）$ !（%）

引入了半序9! 的 &# 型拓扑空间记为（!，｛’"｝"&(，9!）"
定义!" 称半序 &#型拓扑空间（!，｛’"｝"&(，9!）是上完备的，如果 ! 中任一单调递增的柯西序列｛$)｝均

收敛，即存在 $#&!，使"#$
)0*

$) + $#；称（!，｛’"｝"&(，9!）是下完备的，如果!中任一单调递减柯西序列｛$)｝均

收敛，即存在 $# &!，使"#$
)0*

$) + $# " 如果（!，｛’"｝"&(，9!）既是上完备的，又是下完备的，则称它是序完备的"

注 , 序列完备的 &# 型拓扑空间（!，｛’"｝"&(，9!）必是上（下）完备的，反之不真"
例如，! +（-，.］，-，.&#，定义：’（$，%）+ / $ 0 % /（$，%& !）" 则（!，’）是度量空间" 对每个 "& (，令

’" / ’" 显然（!，｛’"｝"&(）是 &# 型拓扑空间" 取 1（"）/ %，!（$）+ 0 $，按（%" %）定义 ! 上的 ! 辅助序9!，则

$9!% : $( %" 于是，不难看出，（!，｛’"｝"&(，9!），即（!，’，9!）是上完备的，但不是序列完备的"
下面讨论半序 &# 型拓扑空间（!，｛’"｝"&(，9!）的性质，下文为了书写方便，将 !# 辅助序9! 简写为9"
性质 $" 设（!，｛’"｝"&(，9）是上完备的，!：! 0 # 有下界，则 ! 中任一单调递增序列｛$)｝必有极限 $# "

且当 ! 下半连续时，有 $) 9 $# "
证明 , 因｛$)｝是 ! 中单调递增序列，且 ! 有下界，所以由（%" %）知｛!（$)）｝是递减有下界的数列，故

｛!（$)）｝收敛" 根据柯西收敛准则，/ !（$)）0 !（$2）/ 0 &（2，) 0 * ）" 从而，当 2 3 ) 时，对任何 "& ( 有

’"（$)，$2）( 1（"）［!（$)）0 !（$2）］0 &（2，) 0 * ） （%" ’）

这表明｛$)｝是 ! 中单调递增的柯西序列" 由 ! 的上完备性，存在 $# & ! 使 $) 0 $#（) 0 * ）"
如果 !是下半连续的，则"#$

)0*
!（$)）$ !（$#）" 因为｛’"｝"&( 是 &# 型拓扑空间 ! 的拟度量生成族，所以对任

一 "& (，存在 #& (，#> "，使得当 2 3 ) 时有

, , , , , , ’"（$)，$#）( ’#（$)，$2）4 ’#（$2，$#）

( 5（#）［!（$)）0 !（$2）］4 ’#（$2，$#）

( 5（"）［!（$)）0 !（$2）］4 ’#（$2，$#），

在上式中令 2 0 * ，得

, , , , , , ’"（$)，$#）( 5（"）"#$
20*

［!（$)）0 !（$2）］

+ 5（"）［!（$)）0 "#$
20*

!（$2）］( 5（"）［!（$)）0 !（$#）］"

所以 $) 9 $# "
将性质 % 的证明稍作修改，可证得：

性质$6, 设（!，｛’"｝"&(，9）是上完备的，则!中任一单调递增有上界的序列｛$)｝必有极限 $# " 且当!下

半连续时，有 $) 9 $# "
类似于性质 % 和性质 %6，可得到：

性质 !" 设（!，｛’"｝"&(，9）是下完备的，!：! 0 # 有上界，则 ! 中任一单调递减序列｛$)｝必有极限 $#，

且当 ! 上半连续时，$) ? $# "
性质!6, 设（!，｛’"｝"&(，9）是下完备的，则!中任一单调递减有下界的序列｛$)｝必有极限 $#，且当!上

半连续时，$) ? $# "
性质 %" 在（!，｛’"｝"&(，9）中，如果 ! 是连续的，序列｛$)｝、｛%)｝、｛7)｝满足：

$) 9 %) 9 7)且 "#$
)0*

$) + "#$
)0*

7) + $#，

则"#$
)0*

%) + $# "

证明 , 由 $) 9 %) 推得 !（%)）( !（$)）" 再由 %) 9 7) 推得

’"（%)，7)）( 5（"）［!（%)）0 !（ 7)）］( 5（"）［!（$)）0 !（ 7)）］，<"& ( （%" !）

由 ! 的连续性及"#$
)0*

$) + "#$
)0*

7) + $#，在（%" !）中令 )0 * ，即得

"#$
)0*

’"（%)，7)）+ &，<"& (" （%" (）

—&’—
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此外，由 !" 型拓扑空间的性质知，对每个 !& #，存在 "& #，"> !，使

$!（%&，’#）( $"（%&，(&）) $"（ (&，’#）*
由 (& 0 ’# 及（!* "），在上式中令 &0 +，得#$%

&0+
$!（%&，’#）, &，（<!& #），即#$%

&0+
%& , ’# *

性质 !" 在（-，｛$!｝!&#，9）中，# 上半连续，.2 -* 如果 . 有上界 ’（即对任何 /& .，恒有 /9 ’），且 .
中有收敛于 ’ 的点列｛’&｝，则 ’() . , ’*

证明 0 设 % 是 . 的任一上界，显然 % 也是｛’&｝的上界，从而

$!（’&，%）( 1（!）［#（’&）2 #（%）］，<!& #，& , !，*，⋯*
于是，据 !" 型拓扑空间的性质，对每个 !& #，存在 "& #，"> !，使

0 0 0 0 0 0 $!（’，%）( $"（’，’&）) $"（’&，%）

( $"（’，’&）) 1（"）［#（’&）2 #（%）］

( $"（’，’&）) 1（!）［#（’&）2 #（%）］*
注意到 ’& 0 ’ 以及 # 的上半连续性，在上式中令 & 0 +，即得

$!（’，%）( 1（!）［ #$%
&0+

#（’&）2 #（%）］( 1（!）［#（’）2 #（%）］，<!& #，

这表明 ’9 %* 因此 ’ 是 . 的最小上界，即 ’() . , ’*
类似地可证得：

性质 #" 在（-，｛$!｝!&#，9）中，# 下半连续，32 -* 如果 3 有下界 ’（即对任何 4& 3，恒有 4? ’），且 3
中有收敛于 ’ 的点列｛’&｝，则 $+, 3 , ’*

$" !" 型拓扑空间中增映射的不动点定理
定义 %" 设（-，｛$!｝!&#，9）是半序 !" 型拓扑空间，5：- 0 - 是一映射，’& & -*
如果对任何 ’，%& -，’9 % = 5（’）9 5（%），则称 5 关于9是递增的*
如果对 - 中任一收敛于 ’& 的递增（递减）序列｛’&｝，恒有#$%

&0+
5（’&）, 5（’&），则称 5 在 ’& 处是左（相应地，

右）连续的*
如果 5 在 ’& 处既是左连续的，又是右连续的，则称 5 在 ’& 处是序连续的*
如果 5 在 - 的每一点处左连续，则称 5 在 - 上左连续* 类似地，可定义 5 在 - 上右连续和 5 在 - 上序连续*
定理 $* &" 设（-，｛$!｝!&#，9）是上完备的 !" 型拓扑空间，#：- 0 ’ 有下界，映射 5：- 0 - 满足如下条

件：

（ $）5 关于9是单调增、左连续的；

（ $$）存在 ’& & -，使 ’& 9 5（’&），

则 5 有不动点%’，且迭代序列｛’& , 5 &（’&）｝递增收敛于%’* 特别地，当 # 下半连续时，’& 9%’（& , !，* ⋯）*
证明 0 记 ’& , 5 &（’&）, 5（’&2!），& , !，* ⋯，由 ’& 9 5（’&）及 5 的单增性，得

’& 9 ’! 9 ’* 9⋯9 ’& 9⋯，

即｛’&｝是 - 中的递增序列* 又因（-，｛$!｝!&#，9）是上完备的，# 有下界，从而由性质 !，存在极限#$%
&0+

’& , %’&

-，再据 5 的左连续性，我们有

5（%’）, #$%
&0+

5（’&）, #$%
&0+

’&)! , %’，

即%’ 是 5 的不动点* 特别地，当 # 下半连续时，由性质 ! 知 ’& 9%’（& , !，*，⋯）*
注 &" 不难看出，上述结果是［*］中定理 ! 的推广* 因为我们的定理适用的空间是比度量空间广泛得多的

!" 型拓扑空间，对空间完备性和 5 连续性的要求也减弱了，只要求空间“上完备”，5“左连续”*
类似地，利用性质 * 可以证明：

定理 $* $" 设（-，｛$!｝!&#，9）是下完备的 !" 型拓扑空间，#：- 0 ’ 有上界，映射 5：- 0 - 满足如下条

件：

（ $）5 关于9是单调增、右连续的；

（ $$）存在 ’& & -，使 ’& ? 5（’&），

—!*—
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则 ! 有不动点 "，且迭代序列｛"# $ ! #（"!）｝递减收敛于 "% 特别地，当 ! 上半连续时，"# ? "（# $ "，#，⋯）%
注 !" 定理 #% # 是［#］中定理 # 的推广%
定理 !% #" 设（&，｛’"｝"&(，9）是上完备的 )* 型拓扑空间，!：& 0 $ 是连续的下有界函数，!：& 0 & 关

于9是增映射且满足：存在 "!，使 "! 9 !（"!），则 ! 在 &! $ ｛"& & + "? "!｝上有极大不动点%"%
证明 , 令 ! $ ｛"& &! + "9 !（"）｝，显然 "! & !，故 !47% 设 ) 是 !的任一全序子集% 由（"% "）知，对

任何 "，-& )，"9 - = !（-）(!（"）% 所以!是 ) 上的递减函数% 注意到!是下有界的，故存在下确界$%&
"&)

!（"）

$ #% 于是，存在点列｛"#｝2 )，使 !（"#）@ #% 显然｛"#｝是递增的（ 因 ! 递减），从而由性质 " 知，存在极限

’$(
#0.

"# $ /，且由 ! 的连续性知 "# 9 /（# $ "，#，⋯），!（ /）$ #%

下证 / 是 ) 的上界，即要证<-& )，-9 /% 我们对 -& ) 分以下两种情形讨论：

（)）存在某个 #! 使 -9 "#! % 此时，显然有 -9 /%
（*）<#，"# 9 -，"# 4 -% 则我们有 #( !（-）0 !（"#）0 #，由此推得 !（-）$ # $ !（ /）% 另一方面，对

任何 "& (，存在 $& (，$> "，使得

’"（ /，-）( ’$（ /，"#）1 ’$（"#，-）( ’$（ /，"#）1 2（$）［!（"#）3 !（-）］

在上式中令 # 0 . ，得 ’"（ /，-）$ !，<"& (，即 - $ /% 因此 / 是 ) 的上界%
据 +,-% 引理，! 有极大元%"% 由%"& ! 知，"! 9%"9 !（%"）% 由 ! 的单调递增性推得 "! 9 !（%"）9 !（ !（%"）），

即知 !（%"）& !% 于是，由%" 极大性得 !（%"）$ %"，即%" 是 ! 的不动点，且是极大不动点%
类似地有

定理 !% %" 设（&，｛’"｝"&(，9）是下完备的 )* 型拓扑空间，!：& 0 $ 是连续的上有界函数，!：& 0 & 关

于9是增映射且满足：存在 "!，使 "! ? !（"!），则 ! 在 &! $ ｛"& & + "9 "!｝上有极小不动点 "%
注 #" 定理 #% . 和定理 #% / 分别是［#］中定理 . 和定理 / 的推广%

#" 应用
本节，我们将利用上节得到的结果来建立 01%21- 概率度量空间中增映射的不动点定理% 先介绍有关概

念%
映射 )：$ 0 $ 1 $［!，. ）称为分布函数，如果它是不减的、左连续，且 $%& )（ 4）$ !，345 )（ 4）$ "% "表

示所有分布函数组成的集合，5 是一个特殊的分布函数，定义为：

5（ 4）$ !， 4( !，

"， 4 6 !{ %
定义 %" 我们称三元组（&，!，A）为 01%21- 概率度量空间，其中 & 是非空集，A是一个 4* 范数，!是从 &

7 & 到 " 的映射（记 !（"，-）$ )"，-），满足：

（60 7 "）)"，-（ 4）$ "，<4 6 ! : " $ -；

（60 7 #）)"，-（!）$ !；

（60 7 .）)"，-（ 4）$ )-，"（ 4），<4& $；

（60 7 /）)"，/（ 4" 1 4#）$A（)"，-（ 4"），)-，/（ 4#）），<"，-，/& &，4"，4# $ !%
［.］中已证明：如果 4* 范数满足 345

! 0 4 0 "
A（ 4，4）$ "，则 01%21- 概率度量空间（&，!，%）关于它的（&，"）* 拓

扑是一个 )* 型拓扑空间% 对每个 "& ( $（!，"），定义

’"（"，-）$ $%&｛4 6 ! + )"，-（ 4）6 " 3 "｝，（"，-）& & 7 &% （.% "）

( 中的半序;定义为：’; ( : ’$ (% 显然，｛’" + "& (｝是 )* 型拓扑空间（&，!，%）的生成拟度量族%
定理#% &" 设（&，!，A）是上完备的 01%21- 概率度量空间，% 满足 345

! 0 4 0 "
A（ 4，4）$ "% !：& 0 $ 是有下界的

函数，定义 & 上的偏序9如下：

<"，-& &，"9 - : )"，-（!（"）3 !（-）1 8）$ "% （.% #）

又设映射 !：& 0 & 满足如下条件：

（ $）! 关于9是单调增、左连续的；

—##—
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（ !!）存在 !" & "，使 !" 9 #（!"），

则 # 有不动点%!，且迭代序列｛!$ % # $（!"）｝递增地收敛于%!& 特别地，当 ! 下半连续时，!$ 9%!（$ % #，$，⋯）&
证明 ’ 不难证明：

(!，)（!（!）* !（)）+ ,）% # : -"（!，)）( !（!）* !（)），<"&（"，#）& （%& %）

事实上，若 (!，)（!（!）* !（)）+ ,）% #，则我们有

(!，)（!（!）* !（)）+ #）. # * "，<# . "，"&（"，#）&
由（%& #）得 -"（!，)）( !（!）* !（)）+ #& 从而有 -"（!，)）( !（!）* !（)），<"&（"，#）&

反之，若 -"（!，)）( !（!）* !（)），<"&（"，#），则由（%& #）知，<# . "，存在 " / 0 / !（!）* !（)）+
# 使(!，)（ 0）. # * "& 于是，我们有(!，)（!（!）* !（)）+ #）. # * "& 由 #和"的任意性，即得(!，)（!（!）* !（)）

+ ,）% #，（%& %）得证&
由（%& $）和（%& %）知，这里定义的9就是（#& #）意义下的!1辅助序（这里2（"）/#）& 因此，容易看出：在

此定理的条件下，&’()’* 概率度量空间（"，!，A）是半序(1型拓扑空间（"，｛-"｝"&（"，#），9），其中 -" 由（%& #）

定义& 且定理 $& # 的条件均满足& 故本定理的结论可由定理 $& # 直接推得&
类似地，由定理 $& $、$& % 和 $& + 可分别推得下面的定理 %& $、%& % 和 %& +&
定理!& "# 设（"，!，A）是下完备的 &’()’* 概率度量空间，$满足 ,-.

" / 0 / #
A（ 0，0）% #，!：" 0（"，+ 3 ）是

有上界的函数，9是 " 上由（%& $）定义的偏序& 又设映射 #：" 0 " 满足如下条件：

（ !）# 关于9是单调增、右连续的；

（ !!）存在 !" & "，使 !" ? #（!"），

则 # 有不动点 !，且迭代序列｛!$ % # $（!"）｝递减地收敛于 !& 特别地，当 ! 上半连续时，!$ ? !（$ % #，$，⋯）&
定理 !& !# 设（"，!，A）是上完备的 &’()’* 概率度量空间，$ 满足 ,-.

" / 0 / #
A（ 0，0）% #，!：" 0（"，+ 3 ）是

连续、下有界的函数，9是 " 上由（%& $）定义的偏序& 又设 #：" 0 " 是关于9的增映射，且满足：存在 !"，使 !"
9 #（!"），则 # 在 "" % ｛!& " 4 !? !"｝上有极大不动点%!&

推论 !& $# 设（"，!，A）是下完备的 &’()’* 概率度量空间，$ 满足 ,-.
" / 0 / #

A（ 0，0）% #，!：" 0（"，+ 3 ）是

连续、上有界的函数，9是 " 上由（%& $）定义的偏序& 又设 #：" 0 " 是关于9的增映射且满足：存在 !"，使 !"
? #（!"），则 # 在 "" % ｛!& " 4 !9 !"｝上有极小不动点 !&

注 $# 类似于本节的方法，利用定理 $& # 5 $& +，还可以在模糊度量空间中相应地建立增映射的不动点定

理&
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