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78 引言
从某一特殊的子群出发来研究原群的结构是有限群论研究中的一种重要方法，推广正规子群为拟正规子

群、半正规子群、弱拟正规子群［!］来研究有限群的结构是近年来有限群研究的热点!利用限制条件比拟正规子
群更弱的弱拟正规子群这一概念，钱国华和朱平天在文［!］中得到了有限群为超可解群的一些刻画，赵啸海在
文［"］中给出了商群超可解的群的超可解性，推广了文［!］中的一些结论，本文利用弱拟正规子群来研究群的
超可解性，得到了超可解群的一些充分条件，推广了文［!］、文［"］中的一些结果! 本文中的群恒为有限群，"
#·$表 "是群 $的极大子群；!（$）、%（$）及 $&分别表群 $的 T3244;6;子群、T;44;6C子群和导群；!表一些素
数的集合；!&表 !在所有素数所成之集的补集；!（$）表 ’ $ ’ 的素因子的集合；’ $ ’ ! 表 ’ $ ’ 的 ! ( 部分；$)

表群 $的 AGI7L ) ( 子群；$)&表示群 $的 U2II )& ( 子群；* <:23 $表示 *是群 $的特征子群；$与 *无关是指
群 $的任一子群均与 *不同态!
定义 + 群 $的子群 *称为在 $中弱拟正规，如果对 $的任意子群 ,，至少存在一个 ,的共轭子群 ,-，-&

$，使得 *,- . ,-*!
引理 9［9］+ 若 " #·$，且 "在 $中弱拟正规，则 ’ $：" ’ 为素数!
引理 :［9］+ 若 $的子群 *在 $中弱拟正规，则
（!）对任意 /G$，*/在 $中弱拟正规，*/ 0 /在 $ 0 /中弱拟正规；
（"）对任意 -& $，*- 在 $中弱拟正规；
（.）对任意 ,( $，,与 *的某共轭子群乘积成群!

引理 ;［:］+ 设 ,( $，/ $，若 ,的极大子群均在 $中弱拟正规，则 ,/ 0 /的极大子群均在 $ 0 /中弱拟正

规!
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引理 !［"］! 设 "为可解外 # 超可解群，则 " $ %&，% ’·"，%6 & $ !，&为 "的唯一极小正规子群，且
%的 "#$%& ( # 子群为 ’()$ 群，& 为 (! 阶初等 ’()$ ( # 群，! ) !；当 " 的导群 "* 幂零时，% 循环，且 & &
"#$(（"）+
引理 #［!］! 若 "有两个子群 %、,，使得 " $ %,，则对任意 -、.& "，均有 " $ %-,.+

$% 主要结果
定理 $% 群 "超可解当且仅当 "的包含 "#$%&子群正规化子的极大子群均在 "中弱拟正规；此时，对任意

(& !（"），均有 /(（"）( !，其中 /(（"）为 "的 ( # 长+
证明 ! 若群"超可解，据文［!，定理!］可知："的包含 "#$%&子群正规化子的极大子群均在"中弱拟正规+

反之，若 "的包含 "#$%&子群正规化子的极大子群均在 "中弱拟正规，据引理 !，"的包含 "#$%&子群正规化子
的极大子群在 "中有素数指数，这样，据文献［*］可知："超可解+
对任意 (& !（"），由于 "超可解，于是对 "的每个 (主因子 0 1 ,有 2 0 1 , 2 $ (，据文献［+］，"在 0 1 ,上

所诱导出的自同构群 ’,-"（0 1 ,）的方指数整除 ( # !，当然 ’,-"（0 1 ,）的阶与 (互素，这样，据文献［.］可知：
/(（"）( !+
注 $ 定理 ! 为文［!］及文［/］定理 / 的推广+
定理 &% 设 2 " 2 的不同素因子为 (!，(/，⋯，(3，若 "有 3 # ! 个阶两两互异的 "#$%&子群及其极大子群均

在 "中弱拟正规，则 "超可解+
证明 ! 任取 (、4& !（"），若 (、4& !（0），因 0为 "的可解 01$$子群，从而 "有 01$$｛(，4｝# 子群；若 (、

4至少有一个不属于 !（0），我们不妨假定 (8 !（0），由假设条件，"的 "#$%& ( # 子群 5在 "中弱拟正规，于
是 5必与"的某一 "#$%& 4 #子群6乘积作成群，这样，"仍有01$$｛(，4｝#子群；故"可解+现令57为"的 "#$%&
(7 #子群，7 $ !，/，⋯，3，58及其极大子群均在 "中弱拟正规，8 $ !，/，⋯，3 # !，据引理 /及引理 *，假设条件是
商群闭的，令 "为极小阶反例，则 "为可解外 #超可解群+据引理 .可知：" $ %&，% ’·"，%6 & $ !，&为 "
的唯一极小正规子群，且 &为 (! 阶初等 ’()$ ( # 群，! ) !+
令 5为 %的 "#$%& ( # 子群，则 5&为 "的 "#$%& ( # 子群，取 5&的含 5的极大子群 9，令 &! $ 96 &，从

而 9 $ 5&6 9 $ 5 &6( )9 $ 5&!，&! 4 !，&! ’·&+
（!）当 (4 (8（ 8 $ !，/，⋯，3 # !）时，令 %(8 & "#$(8（%），显然 %(8 均为 "的 "#$%&子群，且分别与 58 共轭，

8 $ !，/，⋯，3 # !+据引理 /，%(8均在 "中弱拟正规，于是%(8必与 &! 的某共轭子群乘积成群，也即 &! 与%(8的

某共轭子群乘积成群，从而 %:8
(8 &! ( "，:8 $ ;8<8，其中 ;8 & %，<8 & &，进而 %;8

(8 &
<#!8
! ( "，又 &!G&，故 %;8

(8 &!

( "，8 $ !，/，⋯，3 # !+又 %;!
(! %;/

(/ ⋯%
;3#!
(3#! 5 $ %及 5&! $ 9，我们有 %&! 成群，从而 % ’ %&! ’ "，这与 %

’·"相矛盾+
（/）当 (等于某个 (8 时，不妨假定 ( $ (!，此时，&( 5!，故可取 5，使得 5& $ 5!，于是 9 $ 5&! 在 "中弱
拟正规，从而 %-9成群，其中 -& "+因%- ’·"，从而%-9 $ %-或%-9 $ "+若为前者，则 9 $ 5&! (%-，从而

2 5 2 ’ 2 5&! 2 $ 2 9 2(2 %- 2 ( $ 2 5 2，矛盾；若为后者，据引理 + 有：" $ %9 $ %5&! $ %&! ’ %& $ "，矛
盾+
注 & 定理 / 为文［!］中定理 / 的部分推广+
推论 $% 若可解群 "的每个 "#$%&子群及其极大子群均为 "的弱拟正规子群或自正规子群，则 "超可解+
证明 ! 若 "无自正规的 "#$%& ( #子群，(& !（"），因 "的任一 "#$%&子群的每个极大子群都不是 "的自

正规子群，从而 "的每个 "#$%&子群及其所有极大子群均在 "中弱拟正规，据定理 /，"超可解+
若 "有自正规的 "#$%&子群，因 "可解，于是 "存在 "#$%&基+注意到：若 "的一个 "#$%& ( # 子群 5是自

正规的，则&"（5-）$ &"（5）- $ 5-，其中 -为 "中的任意元，故 "的每个 "#$%& ( #子群均在 "中自正规+这样，
我们可令 =为 "的一组 "#$%&基中的所有自正规的 "#$%&子群的乘积，则 =的每个 "#$%&子群均为 =的自正规
子群，据文献［2］可知：=为 > #群，>&!（"），于是=& "#$>（"）+这说明"有 2 !（"）2 # !个阶两两互异的 "#$%&
子群在 "中弱拟正规，又 "的 "#$%&子群的极大子群均在 "中弱拟正规，据定理 /，"超可解+
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定理 !" 设 ! "·#，且 !在 #中弱拟正规，若 #满足下列条件之一，则 #为超可解群：（!）!循环；（"）!
幂零，但 $（#）(% !&
证明 ’ （!）令 ( ) 5

*&#
!*，由于 ! "·#，从而 (为 #的真子群（见文献［#］），于是存在 +& # ,(&因 !在

#中弱拟正规，从而存在 -& #，使 ! " + . - 成群，又 ! "·#，于是 ! " + . - ) !或 ! " + . - ) #&若为前
者，则 " + . - ( !，" + .( !-/!，+& !-/!，这与 +的取法相矛盾，故必有 # ) ! " + . - ) ! " +- .，据文
献［$］可知：#超可解&
（"）若!（#）4!，则! %!（#）"·# %!（#），且 $（# %!（#））) $（#）%!（#）(% ! %!（#），又! %!（#）幂
零，据引理 "，有 ! %!（#）在 # %!（#）中弱拟正规，由归纳假设，# %!（#）超可解，从而 #超可解&
若 !（#）) !，由于 ! "·#，且 !在 #中弱拟正规，据引理 ! 可知：0 #：! 0 ) 1（1为素数）&若 1 ) "，则

!G#，又 !，从而 #可解；若 14 "，则 !为 #的幂零极大子群且有奇素数指数，据文［%，定理 !］可知：#可解，
所以 $（#）) 2! 3 2" 3 ⋯ 3 24，其中 25（ 5 ) !，"，⋯，4）为 #的极小正规子群&因 $（#）(% !，从而存在某 25

(% !，于是 # ) !25，且 !6 25 ) !，故 # % 25 H !幂零，当然 # % 25 超可解；又 ! "·#，且 !在 #中弱拟正规，
据引理 !，0 #：! 0 ) 1（1为某素数），从而 0 25 0 ) 0 #：! 0 ) 1，故 #超可解&
定理 #" 设 #为可解群，若 #满足下列条件之一，则 #超可解：
（!）$（#）的每个子群均在 #中弱拟正规；
（"）#的 &’()* 1 / 子群的循环子群均在 #中弱拟正规，其中 1& !（$（#））&
证明 ’（!）若!（#）4!，则 $（# %!（#））) $（#）%!（#），据引理"，# %!（#）满足假设条件，由归纳假设

可知：# %!（#）超可解，于是 #超可解&
若 !（#）) !，任取! "·#，使得 $（#）(% !，由于 #可解，从而存在 #的极小正规子群 2( $（#），使得 #

) !2；又 2为初等 +,-( 1 / 群，1& !（#），于是 !6 2 ) !&若 0 2 0 ) 1"，" . !，现任取 2的 1阶子群 2!，由

于 2( $（#），从而 2! " $（#），且 2! 在 #中弱拟正规&这样，存在 +& #，使 !2+
!成群，又 2+

! " 2+ ) 2，且 !

6 2+
! ) !，于是 ! " !2+

! " !2 ) #，这与 ! "·#相矛盾，故 " ) !，即 0 2 0 ) 1，从而0 #：! 0 ) 0 2 0 ) 1，
据文献［.］有 #超可解&
（"）若 !（#）4 !，则对 # %!（#）的任意 &’()* 1 / 子群 6!（#）%!（#），其中 6 & &’(1（#），1 &

!（$（# %!（#））），其循环子群均可表为 " + . !（#）%!（#）的形式，+& 6&因 $（# %!（#））) $（#）%!（#），
!（$（# %!（#）））) !（$（#）%!（#））I !（$（#）），据引理 "，" + . !（#）%!（#）在 # %!（#）中弱拟正规，
由归纳假设，# %!（#）超可解，从而 #超可解&
若 !（#）) !，任取 #的极小正规子群 2，则 2为初等 +,-(1 /群，1& !（#），2( $（#）&由于!（#）) !，

于是存在! "·#，使得 2(% !，# ) !2&因!6 2G!，!6 2G2，从而!6 2G#，由 2的极小正规性及 2(%
!，必有 !6 2 ) !&
任取 !4 +& 2，7（+）) 1，因 " + . 在 #中弱拟正规，故存在 *& #，使 ! " + . * ) ! " +* . 成群，又

! "·#，故 ! " +* . ) !或 ! " +* . ) #&若 ! " +* . ) !，则 " +* .( !，又 2G#，从而 +* & 2，于是
! 4 +* & !6 2 ) !，矛盾；故必有 ! " +* . ) #，又 !6 2 ) !，+* & 2，从而 !6 " +* . ) !，所以 2 ) "
+* . 为 1阶循环群&
由 2的任意性可知：#的任意一极小正规子群均为素数阶循环群，又!（#）) !及 #可解，从而 $（#）为 #

的素数阶的极小正规子群的直积&
任取+! "·#，若 $（#）(% +!，则必存在 # 的极小正规子群 2! ( $（#），使得 2! (% +!，从而 # ) +!2! )

+!$（#），且+!62! ) !&现令 0 2! 0 ) 8（8为素数），则 $（#）：+!6 $（#） ) 0 #：+! 0 ) 0 2! 0 ) 8，即+!6$（#）
为 $（#）的极大子群，据文献［.］可知：#超可解&
注 ! 定理 /（"）为文［!］中定理 / 的推广&
对于群 #的阶 0 # 0 的任一因数 9，#都有一个阶为 9的子群，则称 #为 012 3群；群 #的所有商群都是 012

3 群，则称 #为 4012 3 群5 6789:;-’<［!=］证明了：奇阶 4012 3 群为超可解群&张继平作了进一步研究，在文
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［!!］中证明了："#$% &群 !为超可解群的充要条件是 !与 "’无关#这里，我们把“与 "’无关”换成“与弱拟正

规相关的条件”仍可得群 !超可解#
首先，我们需要证明下列结论：

设 !为 "#$% & 群，若 !为可解外 $ 超可解群，则 ! % &’，& (·!，&6 ’ % !，’为 !的唯一极小正规
子群，且 ’为 )! 阶的初等 ()*+ ) $ 群，! * !，此时必有 ) % ,#
事实上，据引理 ’，我们只须证明 ) % ,#由于 !为 "#$% &群，据文［!!］，!+是 , $闭的，从而 !+的 -.+/0 ,

$ 子群 , 1234 !+G!，于是 ,G!#若 , % !，令 !,& -.+,（!），则 !+,( !+，由于 , % !，从而 !+, % !，于是 !, %
!, - !+, 为 ()*+群，因此 !与 "’ 无关，据文［!!］可知：!超可解，矛盾，故 ,4 !#现由 ’的唯一极小正规性有 ’
( ,，又 ,为 , $ 群，于是 ’为 , $ 群，故必有 ) % ,#
定理 !" 设 !为 "#$% & 群，若 !满足下列条件之一，则 !超可解：
（!）!的 -.+/0 , & 子群的极大子群均在 !中弱拟正规；
（,）!的某个 -.+/0 , & 子群的导群在 !中弱拟正规；
（5）!的某个 63++ ,7 & 子群在 !中弱拟正规#
证明 .（!）若 , 8 !（!），则 !为奇阶 "#$% & 群，!超可解，故不妨假定 , & !（!）#因 !为 "#$% & 群，

当然 !为 #$% $ 群，故 !可解#对任意 !4 / !，若 ,8 !（! - /），则 ! - /为奇阶 "#$% & 群，于是 ! - /超可

解；若,&!（! - /），据引理5，! - /满足假设条件，由归纳假设，! - /超可解#这样，令!为极小阶反例，则!为可
解外 $超可解群#据引理 ’可知：! % &’，& (·!，&6 ’ % !，’为 !的唯一极小正规子群，且 ’为 )!阶的初
等 ()*+ ) $ 群，! * !#又 !为 "#$% & 群，从而必有 ) % ,#
令 0& -.+,（&），则 0’& -.+,（!）#现取 0! 为 0’的包含 0的极大子群，由于 1 ’ 1 % ,!，! * !，从而 0 (

0! #由条件知 0! 在 !中弱拟正规，于是存在 2& !，使&20! 成群，由于&2 (·!，从而&20! % &2或&20! % !#
若为前者，则 0! ( &2，于是 1 0! 1(1 02 1 % 1 0 1，这与 0 ( 0! 相矛盾；若为后者，据引理 8，! % &0!，又 &可
解，可令 & % &,+0，其中&,+为&的 63++ ,7 &子群，从而 ! % &,+00! % &,+0!，于是 1 ! 1 , % 1 0! 1 ( 1 0’ 1 % 1
! 1 ,，矛盾#
（,）若 ,8 !（!），则 !为奇阶 "#$% $群，!超可解，故可假定 ,& !（!）#因为 !为 "#$% &群，当然 !为

#$% & 群，于是 !可解#对任意 !4 / !，若 ,8 !（! - /），则 ! - /为奇阶 "#$% & 群，于是 ! - /超可解；若 ,

& !（! - /），据引理 ,，! - /满足假设条件，由归纳假设，! - /超可解#这样，令 !为极小阶反例，则 !为可解外 $
超可解群#据引理 ’可知：! % &’，& (·!，&6 ’ % !，’为 !的惟一极小正规子群，且 ’为 )!阶的初等 ()*+
) $ 群，! * !，&的 -.+/0 ) $ 子群为 ()*+ ) $ 群#又 !为 "#$% & 群，从而必有 ) % ,，于是 ’为初等 ()*+ , &
群#
令 ,& -.+,（!），且其导群 ,+在 !中弱拟正规#由于 ’G!，从而 ’( ,，于是 , % ! 6 , % &’6 , %

&6( ), ’，并且［&，’］( ’#因 &的 -.+/0 , & 子群为 ()*+群，从而［3!4!，3,4,］%［3!，4,］［4!，3,］，其中

35 & &6 ,，45 & ’，5 % !，,，于是 ,+( ’#若 ,+ % !，则 , % , - ,+为 ()*+群，从而 !与 "’ 无关，据文［!!，定
理 ’］，!超可解，矛盾；若 ,+ % ’，则 ’ % ,+("（,），这样，’中的元均为 ,的非生成元，从而 , % &6( ), ’
% &6 , ( ,，矛盾；故必有 ! ( ,+ ( ’#因 ,+在 !中弱拟正规，据引理 ,，存在 6& !，使&,+6成群，又 ,+6 (
’6 % ’，从而 & ( &,+6 ( &’ % !，这与 & (·!相矛盾#
（5）若 ,8 !（!），则 !为奇阶 "#$% &群，!超可解，故可假定 ,& !（!）#因为 !为 "#$% &群，当然 !为

#$% & 群，于是 !可解#对任意 !4 / !，若 ,8 !（! - /），则 ! - /为奇阶 "#$% & 群，于是 ! - /超可解；若 ,

& !（! - /），据引理 , 及文献［9］，! - /满足假设条件，由归纳假设，! - /超可解#这样，令 !为极小阶反例，则 !
为可解外 $超可解群#据引理 ’可知：! % &’，& (·!，&6 ’ % !，’为 !的唯一极小正规子群，且 ’为 )!阶
的初等 ()*+ ) $ 群，! * !#又 !为 "#$% & 群，从而必有 ) % ,，于是 ’为初等 ()*+ , & 群#
现令 !的 63++ ,7 & 子群 7在 !中弱拟正规，不妨假定 7( &，于是 7是 &的 63++ ,7 & 子群#又令 &, &
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!"#$（!），则!$"& #$%$（&）’现取"的极大子群"%，使"%G!$"（见文献［&］），由于(在&中弱拟正规，据引理
$，存在 )& &，使 ()"% 成群，从而 "% * ()"% 6 "G()"%，故 () ( "&（"%）’由群的阶易得 & * ()!$"，从而
"%G&，由 "的极小正规性可知："% * %，所以 + " + * $，这与 ! , % 相矛盾’
令 (( &，我们称子群 -&（(）* . / /& &，. / , ( * ( . /J为 (在 &中的置换化子；进一步，称群

&满足置换条件［%$］，如果对每一个( . &恒有( . -&（(）’这里，我们把定理’中“&为()*+ ,群”换为“&为
满足置换条件的有限群”仍可得 &为超可解群，这就是下面的定理 -’
定理 !" " 设 &为满足置换条件的有限群，若 &满足下列条件之一，则 &超可解：
（%）&的 !"#./ $ , 子群的极大子群均在 &中弱拟正规；
（$）&的某个 !"#./ $ , 子群的导群在 &中弱拟正规；
（0）&的某个 12## $3 , 子群在 &中弱拟正规’
证明 0（%）若 $ 8 !（&），据文献［’］可知：满足置换条件的奇阶有限群 & 是超可解群，故可假定 $ &

!（&）’由于 &满足置换条件，据文献［%$］可知：&可解’对任意 % 4 1 &，若 $ 8 !（& 2 1），则 & 2 1为满足置

换条件的奇阶群，于是 & 2 1超可解；若 $& !（& 2 1），据引理 0，& 2 1满足假设条件，由归纳假设，& 2 1超可解’这
样，令 &为极小阶反例，则 &为可解外 3 超可解群’据引理 4 可知：& * !"，! .·&，!6 " * %，"为 &的唯
一极小正规子群，且 "为 4! 阶的初等 567# 4 3 群，! , %’
因 &满足置换条件，且 ! .·&，故存在 ) * 56& &，其中 5&!，6& "，使! . ) , * . ) , ! * &’因

!( "&（"），从而［!，"］( "，于是存在 $& "，使得 & * ! . ) , * ! . 56 , * ! . $ ,，又 !6 " * %
* !6 . $ ,，这样，" * . $ , ’又 "为初等 567# 4 3 群，从而 + " + * 4，由于 & 2 "超可解，于是 &超可解，矛
盾’综上所述，&超可解’
对（$）、（0）可采用类似于（%）的方法进行证明’
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