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［摘要］( 讨论了关于双 )*+,,拓扑的一些性质#证明了范畴 -./012（即以双连续格为对象，以双 )*+,, 连续映
射为态射的范畴）作为两个 /34,56738闭范畴 -./012)（即以双连续格为对象，以 )*+,,连续映射为态射的范畴）
和 -./012)+9（即以双连续格为对象，以对偶 )*+,,连续映射为态射的范畴）的交范畴不是 /34,56738闭范畴#
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( ( 现代数学工具范畴论在格上拓扑学研究中的渗透，使得格上拓扑学更加充满生机#无论从范畴论角度
还是在具体应用中，/34,56738闭范畴都是一个重要的概念#我们知道以连续格为对象，以 )*+,,连续映射为
态射的范畴 /012是 /34,56738闭的#在连续格理论中，)*+,, 拓扑与 T3N6+8 拓扑是两个重要的研究对象，
但格上 )*+,,拓扑与 T3N6+8 拓扑不具有对称性，即格 ! 与其对偶格 !+9上的相应拓扑一般不同，这往往不

利于问题的解决#在［"］中曾给出双 )*+,,拓扑的定义，它是一个对称概念，相应的可以定义双 )*+,,连续映
射，但是以连续格为对象，以双 )*+,,连续映射为态射的范畴 /012-. 不是 /34,56738 闭的#自然的，我们会
问以双连续格为对象，以双 )*+,,连续映射为态射的范畴 -./012是否是 /34,56738 闭的？以及 -./012范
畴的满子范畴 /K-.（即以完全分配格为对象，以双 )*+,,连续映射为态射的范畴）是否 /34,56738 闭？本文
将证明这两个范畴都不是 /34,56738闭范畴，同时我们证明以双连续格为对象，以 )*+,,连续映射为态射的
范畴 -./012) 和以双连续格为对象，以对偶 )*+,, 连续映射为态射的范畴 -./012)+9都是 /34,56738 闭范
畴，因此范畴 -./012作为两个 /34,56738闭范畴 -./012) 和 -./012)+9的交范畴不是 /34,56738闭的#文中
没有定义的符号和术语参看文献［!］和［;］#
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!" 预备知识
设 !是完备格，!（!）表示 !上的 !"#$$拓扑，记 "（!）"（!，!（!））#
#（!）表示 !上的下拓扑，它是由｛! %6$ % $! !｝生成的#
$（!）表示 !上的 &’()#*拓扑，它是由 !（!）7｛! %6$ % $! !｝生成的，显然 #（!）8 $（!）#
定义 !# !+ 设 !是完备格，9!（!）表示 !上的双 !"#$$拓扑，它是由 !（!）7 !（!&’）生成的，记:"（!）"

（!，9!（!））#
显然9!（!）有一组基 ! "｛(& ) % (! !（!），)! !（!&’）｝#又9!（!&’）" 9!（!），所以双 !"#$$拓扑

具有对称性#由 #（!）8 !（!&’），知 $（!）89!（!）#
设 *，+是完备格，,：* ( +是一个函数，若 ,："（*）( "（+）连续，则称 ,为 !"#$$连续映射；若 ,："（*&’）

( "（+&’）连续，则称 ,为对偶 !"#$$连续映射；若 ,：:"（*）( :"（+）连续，则称 ,为双 !"#$$连续映射#由［,］
知 ,是 !"#$$连续映射当且仅当 ,保定向并；对偶的，,是对偶 !"#$$连续映射当且仅当 ,保滤子化交#
设 -，.! !，称 - (’-./00#( .，记作 -; .，若对任意定向集 /8 !，.<= /，则存在 0! /，使得 -<

0#
若对任意 -! !，有 - "=｛.! ! % .; -｝，则称完备格 !为连续格#在连续格 !中，若 -，.! !，-<1 .，

则存在 2! !，使 2; -，但 2<1 .#由此得 -< .当且仅当对任意 3! !，3; -，有 3< .#
对偶的，设 -，.! !，定义 -;&’.，若对任意滤子化集 48 !，.1> 4，则存在 5! 4，使得 -1 5#显然

在 !中 -;&’.当且仅当在 !&’中 -; .#从而 !&’为连续格当且仅当对任意 -! !，有 - ">｛.! ! % .;&’-｝#
易知关系;&’ 有下述性质：

命题 !# #+ 设 !是完备格，-，.! !，
（,）若 -;&’.，则 -1 .；
（1）若 -;&’.，且 .1 6，则 -;&’6#
命题 !# $+ 设 !&’ 为连续格，若 -，.! !，-11 .，则存在 2! !，2;&’-，但 211 .#
命题 !# %+ 设 !&’ 为连续格，则 -1 .当且仅当对任意 3! !，3;&’-，有 31 .#
若 !与 !&’ 均为连续格，则称 !为双连续格#由［,］知 !为完全分配格当且仅当 !是分配的双连续格#
下面介绍一些范畴论的基础知识#
定义 !# &+ 设 7：! ( "为函子，8为 "对象，8上一个 7万有映射（792*34/5)’0 6’7 #4/5 8）是一个 "

态射 2：8 ( 7（:），使对任意 !对象 :;和任意 "态射 ,：8 ( 7（:;），存在惟一的 !态射?,：: ( :;，使 , "
7（?,）@ 2，即下面图表交换：

+ 7（:）A
2

8
7（?,）B C,
+ 7（:;）

对偶的，以 8 为值域的一个 7 余万有映射（79"#82*34/5)’0 6’7 (3$9 "#:#6’3* 8）是一个 " 态射 <：
7（:）( 8，使对任意 !对象 :; 和任意 " 态射 =：7（:;）( 8，存在惟一的 ! 态射 :=：:; ( :，使得 = "
< @ 7（:=），即下面图表交换：

+ 7（:）(
<
8

7（:=）6 D=
+ 7（:;）

定义 !# ’+ 函子 7：! ( "称为伴随的（’:;#3*$），如果对于任意 "对象 8，存在一个 8上的 7万有映
射#
对偶的，函子7：! ( "称为余伴随的（"#8’:;#3*$），如果对于任意"对象8，存在一个以8为值域的7

余万有映射#
定义 !# (+ 设范畴 !有有限乘积，:为 !对象，定义函子（: > ?）：! ( !如下：

（: > ?）（ ,：8 ( @）" A0: > ,：: > 8 ( : > @#
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定义 !! "! 范畴 !称为 "#$%&’(#)闭的，如果 !有有限乘积，且对任意 !对象 "，函子（" # $）：! ( !
是余伴随的!

#$ 双 %&’((拓扑的性质
首先讨论完备格 %上双 *+,%%拓扑的分离性!
由［-］知 !（%）是 &-拓扑，又 !（%）89"（%），所以9"（%）也是 &-拓扑!进一步，当 %是连续格时，由［-］

知 !（%）是 .#/’0,$11拓扑，同理9"（%）也是 .#/’0,$11拓扑!由此得：
命题 #! !! 设 %是完备格，则 :#（%）是 &- 拓扑空间!
命题 #! #! 设 %是连续格，则 :#（%）是 .#/’0,$11拓扑空间!
下面讨论完备格上双 *+,%%拓扑之间连续函数的性质!
引理 #! )［*］! 设 %是完备格，’8 %是定向集，若将 ’视作网，那么 2(3

9"
’ (= ’；同理若 )8 %是滤子

化集，那么 2(3
9"
) (> )!且极限都惟一!

定理 #! *! 设 *，&是完备格，+：* ( &是一个函数，则下述条件等价：
（-）+：:#（*）( :#（&）连续；
（4）+（ 2(3,-）< 2(3 +（,-）且 +（ 2(3,-）1 2(3 +（,-），其中｛,-｝-!. 是 *中的网；
（5）+保定向并与滤子化交!
证明 !（-）-（5）! 设 +：:#（*）( :#（&）连续!
首先证 +保序!设 ,，/! *，,< /，若 +（,）<0 +（/），则 1 ( & 6B +（/）是9"（&）开集，且 +（,）! 1，于是

,! + $-（1），且 + $-（1）是9"（*）开集，所以 /! + $-（1），即 +（/）! & 6B +（/），矛盾!故 +保序；
再证 +保定向并!设 ’8 *定向，由 +保序知 +（’）是 &中的定向集，且

+（= ’）( +（ 2(3
9"
’）( 2(3

9"
（ +（’））(= +（’），

所以 +保定向并；
同上可证 +保滤子化交!
因此（5）成立!
（5）-（-）由于 + 保定向并，所以 +：#（*）( #（&）连续；对偶的，+ 保滤子化交，则 +：#（*23）(

#（&23）连续，因此 +：:#（*）( :#（&）连续!
（4）-（5）首先证 +保序!设 4，5! *，4< 5，令 ,- ( 4，,4 ( 5，,5 ( 4，,7 ( 5，⋯，则2(3,- ( 4，所以

+（4）( +（ 2(3,-）< 2(3 +（,-）( +（4）> +（5），
故 +（4）< +（5）；
再证 +保定向并!设 ’是 *的定向子集，由 +保序知 +（= ’）1= +（’）!
令 ,6 ( 6，6! ’，则

2(3,6 ( =
6!’
>
6<7

7 (= ’，

于是

+（= ’）( +（ 2(3,6）< 2(3+（,6）( =
6!’
>
6<7

+（7）( =
6!’

+（6）(= +（’）!

所以 +保定向并；
同上可证 +保滤子化交!
（5）-（4）! 设｛,-｝-!.是 *中的网，则｛>

-<-8
,-8 9 -! .｝是 *中的定向子集，且 +（ 2(3,-）( +（=

-!.
>
-<-8

,-8）(

=
-!.

+（>
-<-8

,-8）<=-!.
>
-<-8

+（,-8）( 2(3 +（,-）!

同理 +（ 2(3,-）1 2(3 +（,-）!
命题 #! +! 设 *，&是完备格，使得 "（&）与 "（&23）都是连续格，则

:#（* # &）( :#（*）# :#（&）!
证明 ! 因 "（&）是连续格，由［-：88 9 7: --］知 #（* # &）( #（*）# #（&）；同理，由 "（&23）是连续格，

有 #（* # &）23 ( #（*23 # &23）( #（*23）# #（&23）!从而可证结论成立!
—;-—
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类似于文献［!］中相关定理的证明，可以证明下面定理成立!
定理 !! "" 设 "是交连续格，且 !（"）与 !（"#$）都是连续格，则 :"（"）是拓扑交半格，即交运算>
（%，&） %> &：（"，9!（"））’（"，9!（"））(（" ’ "，9!（" ’ "））(（"，9!（"））

连续!
对偶的，有

定理 !! #" 设 "是并连续格，且 !（"）与 !（"#$）都是连续格，则 :"（"）是拓扑并半格，即并运算=
（%，&） %= &：（"，9!（"））’（"，9!（"））(（" ’ "，9!（" ’ "））(（"，9!（"））!

连续!
推论 !! $" 设 "既是交连续格又是并连续格，且 !（"）与 !（"#$）都是连续格，则 :"（"）是拓扑格!
由预备知识我们知道 #$%&’( 拓扑粗于双 )*’++ 拓扑，但反之不一定成立, 那么何时双 )*’++ 拓扑与

#$%&’(拓扑相等？下面我们给出一个充分条件!
定理 !! %" 若交运算 >：（"，!（"#$））’（"，!（"#$））(（"，!（"#$））连续，则 9!（"）8 #（"），从而

9!（"）( #（"）!
证明 " 要证9!（"）8 #（"），只要证 !（"#$）8 $（"）!
设 )! !（"#$），记 * ( " -)，% (> *，则 *是上集!要证 * ( 6%，只要证 %! *!又 *是 !（"#$）闭集，

所以只要证 *是滤子化集!若 *不是滤子化集，则存在 +，,! *，但 +> ,) *，即 +，,! )!因为交运算>：
（"，!（"#$））’（"，!（"#$））(（"，!（"#$））连续，所以存在 +，,的 !（"#$）开邻域 -，.，使 -> .8 )，又
-，.是下集，于是 -> . ( -7 .8 )，故 +，,! )，矛盾!因此 *是滤子化集，从而 % (> *! *!又 *是
上集，于是 * ( 6%，即 ) ( " -6%! $（"）!
故结论成立!

&’ ()*+,-.)/闭性

引理 &! 0" 设 *，/是双连续格，" ( /*表示从 *到 /的 )*’++连续映射的全体，则 " ( /*也是双连续

格!
证明 " 由文献［!］可知，如果 /是连续格，则 " ( /*也是连续格；对偶的，由于 /’.是连续格，故 "’.也

是连续格!因此 "是双连续格，即 "是范畴 /01234) 中的对象!
引理 &! !" 设 *，/，/* 同上，则赋值映射 0：* ’ /* ( /：（%，1） 1（%）是 )*’++连续映射!
证明 " 设 2是 * ’ /* 的定向子集，令 2! ( $!（2），25 ( $5（2），则

" " " " " " 0（= 2）( 0（= 2!，= 25）(（= 25）（= 2!）( =35!25
35（= 2!）

( =
35!25

=
3!!2!

35（3!）( =35!25
=

3!!2!
0（3!，35）(= 0（2）!

故赋值映射 0是范畴 /01234) 中的态射!
引理 &! &［0］" 设 *，/，4都是双连续格，1：* ’ 4 ( /是函数，则以下两个条件等价：
（!）1：* ’ 4 ( /是 )*’++连续的；
（5）1对每一个变量都是 )*’++连续的，即
（$）对任意的 +! *，函数 1（+，·）：4 ( /：5 1（+，5）是 )*’++连续的!
（6）对任意的 5! 4，函数 1（·，5）：* ( /：+ 1（+，5）是 )*’++连续的!
引理 &! 1" 设 *，/，4，/*同上，1：* ’ 4 ( /是 )*’++连续函数，定义函数 61：4 ( /*，对任意 5! 4，+!

*，61（5）（+）( 1（+，5），则 61 也是 )*’++连续函数!
证明 " 设 2是 4的定向子集，则对任意 +! *，有

61（= 2）（+）( 1（+，= 2）( =
3!2

1（+，3）( =
3!2

61（3）（+）(= 61（2）（+），

由 +的任意性知 61（= 2）(= 61（2），即 61 保定向并!
记 /01234) 范畴为 !范畴!
引理 &! 2" 对任意 !对象 *，函子（* ’ 7）：! ( !是余伴随的!
证明 " 对任意 !对象 /，存在一个以 /为值域的（* ’ 7）余万有映射 0：（* ’ 7）（/*）( * ’ /*( /!
—7!—
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事实上，对任意 !对象 !，任意 !态射 "：（# $ %）! & # $ ! ( ’，存在 !态射 ("：! ( ’#，对任意（)，*）
! # $ !，有

+ @（# $ %）（("）（)，*）& + @（ ,-# $ ("）（)，*）& +（)，("（*））& ("（*）（)）& "（)，*），
于是 + @（ ,-# $ ("）& "，即下面图表交换：

! # $ ’# (
+

’
,-# $ ("6D"
! # $ !

满足上述条件的 (" 是惟一的.若存在?"：! ( ’#，对任意（)，*）! # $ !，有
+ @（ ,-# $?"）（)，*）& +（)，?"（*））& ?"（*）（)）& "（)，*），

由 (" 的定义知?" & (".即 (" 是惟一.
故 +：（# $ %）（’#）( ’是以 ’为值域的（# $ %）余万有映射.再由余伴随的定义知函子（# $ %）：! (

!是余伴随的.
定理 !. "! "#$%&’( 范畴是 $)*+,-.)/闭范畴.
证明 ! 若 #，’是双连续格，显然 # $ ’也是双连续格，即范畴 "#$%&’(有有限乘积.再由引理 0. 1和

$)*+,-.)/闭范畴的定义知结论成立.
定理 !. #! "#$%&’(/0 范畴是 $)*+,-.)/闭范畴.
证明 ! 定理 0. 2 的对偶命题.
引理 !. $! 如果范畴 "#$%&’是 $)*+,-.)/闭范畴，则对任意两个双 (34++拓扑空间 #，’，幂对象 ’#恰

好由从 #到 ’的所有双 (34++连续映射构成.
证明 ! 设赋值映射为 +：# $ ’# ( ’，"! ’#，1 8 # 是定向集，由于 +保持定向并，故 "（= 1）&

+（=
-!1
（-，"））& =

-!1
+（-，"）& =

-!1
"（-），即 "保持定向上确界，类似可证 "保持滤子下确界.

另一方面若 "：# ( ’是双 (34++连续映射，令 "2：# $ # ( ’，（)，3） "（)），则容易验证 "2是一
个双 (34++连续映射5由赋值映射的万有性，存在惟一的双 (34++连续映射?"：# ( ’#使得 "2 & +（ ,-# $?"），
即下面图表交换：

! # $ ’# (
+

’
,-# $?"6 D"2
! # $ #

这时?" 只有定义为?"（3）（)）& "2（)，3）& "（)），故 "! ’#.
例 ! 即使 #，’是完全分配格，’# 也不是完备格.
设 # &［6，7］，’ &［8，6］，这时 #，’上的双 (34++拓扑就是通常的区间拓扑，而双 (34++连续映射就是

通常的连续映射.对任意的自然数 4，令 "4：# ( ’，"4（5）& 6
54，则 " &> "4 满足 "（6）& 6，而当 5% 6时

"（5）&>（ 6
54）& 8，因此 "不连续.从而 ’# 不是一个完备格.

由引理0. 9和例知范畴"#$%&’不是$)*+,-.)/闭范畴，即两个$)*+,-.)/闭范畴"#$%&’(和"#$%&’(/0

的交范畴 "#$%&’不是 $)*+,-.)/闭范畴5同理范畴 $:"#也不是 $)*+,-.)/闭范畴.
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