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［摘要］& 圆色数是正常着色的一个推广，由 ’()*+ 在 "$,, 年首次提出- 现我们考虑这样一个问题：对于N! .

#，是否存在一个具有高连通性的临界图 ! 使得 ""（!）<"（!）/ " 0 !？对此，12+33+) 和 456 已证明对N718 存

在满足要求的 79连通（7 0"）9临界图，只留下一种情形未解决，即 : 的连通度为 ; 时的情形- 在这篇文章中我

们就此情形进行讨论，并给出肯定结论-
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9& 引言

’()*+ "$,, 年在［"］中首次引入了图 : 的圆染色与圆色数 ""（!）的概念（当时 ’()*+ 定义其为星染色

与星色数 ""（!），圆染色与圆色数 ""（!）是由 P56在［?］中提出同时证明了此两种定义具有等价性），并证

明了 "（!）$ " % ""（!）< "（!）& >OO@22 和 45@6 在［8］中具体研究了圆色数接近色数的一类特殊图，同时

提出了问题：对于N! ’ #，是否存在一个具有高连通性的临界图 ! 使得 ""（!）< "（!）$ " ( !？

显然，奇圈 )!*(" 是 !+ 连通 ;+ 临界图，且 ""（)!*("）, ! ( " - *& 12+33+) 和 456 在［!］中证明了对任意整

数 *1! 和整数 #18，存在 #+连通（# ( "）+临界图 .（#，*）使 ""（.（#，*））<# ( " - *& 最后，他们认为：

对于整数 *1 ;，图 .（;，*）$ /"（/" ,（*，;*））是 ;+ 连通 8+ 临界图，且 ""（.（;，*）$ /"）< ; ( " - *& 但

是，我们发现图.（;，8）$（8，"!）不是8+临界图& 为此，我们在这一篇文章中证明图.（;，*）是满足要求的

图&

:; 基本定义的知识准备

图 ! 的一个（*，0）+ 着色是指 * 种颜色 "，!，⋯，* 对于 ! 的各顶点的一个分配 )，使得任意相邻的两个

顶点 1 和 2 的颜色 )（1）和 )（2）满足 3 )（1）$ )（2）3 * 1 0，其中 3 4 3 * , 7()｛3 4 3 ，* $3 4 3 ｝& 显然图
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! 的（"，!）# 着色就是 ! 的一个正常着色$ 若 ! 有（"，%）# 着色，则称 ! 是（"，%）# 可着色的$ 图 ! 的星色数

!"（!）& "#$｛" ’ %：! 是（"，%）# 可着色的｝$［!］中证明此处下确界可取为最小值$
图 ! 的一个 (#圆着色是指长为 (的圈上的单位开弧对! 的各顶点的分配，使得任意相邻的两顶点对应

的单位开弧不交$ 若 ! 有 (# 圆着色，则称 ! 是 (# 圆可着色的$ 图 ! 的圆色数 !)（!）& "#$｛(：! 是 (# 圆可着

色的｝$
从［%，&］可知，上述两定义是等价的$
根据［’］中结论，我们知道图 ! 的一个（"，%）# 着色对应于 ! 的顶点集的一个（"，%）# 划分（*(，*!，⋯，

*"+!），使得对 ,（( < ,< " + !）有 *,7 *,-!7⋯7 *,-%+!（这里的加法运算取 " 模）是独立集$ 同时，［’］中

给出下面的定理：

定理［!］) 设（*(，*!，⋯，*"+!）是 ! 的顶点集的一个（"，%）# 划分，其中 " 和 % 互素$ 如果存在 .!｛(，!，

*，⋯，" + !｝使 *. & O，则 !)（!）/ " ’ %$

"# 具有高连通度的临界图

一个图 ! 称为临界的，如果对 ! 的每个真子图 0 有 !（0）/ !（!）$ 在这一部分，我们继续［*］中定理

+ 的证明给出圆色数接近色数的一类 ’# 连通 +# 临界图$
定理 $) 对于整数 "1 ’，存在 ’# 连通 +# 临界图 0（’，"）使得 !)（0（’，"））< ’ - ! ’ "$
证明 ) 我们构造图 0（’，"），它的顶点集为 1’"-!，令

*" & ｛"，*"，’"｝；

*! & ｛(，!，⋯，" + !｝；

** & ｛" - !，⋯，*" + !｝；

*’ & ｛*" - !，⋯，’" + !｝$
（ .，,）为 0（’，"）的边当且仅当 2 . + , 2 ’"-! & " 或者 .! *"，且 2 . + , 2 ’"-! 3 "$

对 0（’，"）的顶点 . 着颜色 .，显然此着色为 0（’，"）的一个（’" - !，"）# 着色$ 所以，!)（0（’，"））< ’
- ! ’ "$ 下面我们只需要证明 0（’，"）为 ’# 连通 +# 临界图$

首先我们用反证法证明 0（’，"）不是’# 可着色的$ 假设 0（’，"）可用颜色!，*，’ 着色$ 由于 *" 导出完

全子图，所以不妨让顶点 "，*"，’" 分别着颜色 !，*，’$ 因为顶点 " + ! 与顶点 *" 和顶点 ’" 相邻，所以顶点 "
+ ! 只能着颜色 !$ 因为顶点 *" + ! 与顶点 " + ! 和顶点 ’" 相邻，所以只能着颜色 *$ 依此类推，顶点序列（"
+ !，*" + !，⋯，!，" - !，*" - !，(）的颜色除顶点( 外均被其前边邻点的颜色唯一确定$ 因此，顶点 " 着颜色

!，顶点 " - ! 着颜色 *，顶点 *" - ! 着颜色 ’$ 但顶点 ( 与顶点 "，" - !，*" - ! 都相邻，所以没有适合的颜色

可以着，矛盾$ 所以，0（’，"）不是 ’# 可着色的$
接着我们证明图 0（’，"）+ 4（其中 4 &（ .，,）是 0（’，"）的任意一条边）是’#可着色的$ 在以下的论证

中我们频繁地运用这样一个事实：连续 " 个顶点｛.，. - !，⋯，. - " + !｝（加法取模 ’" - !）构成 0（’，"）的

一个独立集$
若 . 和 , 中至少有一个不属于 *"，不妨设 . 不属于 *"，则 . 在 0（’，"）+ 4 中度为 *$ 显然顶点集 * + .

可被分成 ’ 个连续的阶为 " 的独立子集$ 因为 . 在 0（’，"）+ 4 中度为 *，所以 0（’，"）+ . 的 ’# 着色可扩充

为 0（’，"）+ 4 的 ’# 着色$
若 . & 5"，, &（5 - !）"（5 & !，*）$ 设 6 & ｛.，5" - !，⋯，（5 - !）" + !，,｝将顶点集 * + 6 划分成

* 个连续的阶为 " 的独立子集$ 从而给出了一个 0（’，"）+ 4 的 ’# 着色$
若 . & "，, & ’"$ 我们将顶点集划分成 ’ 部分：7! & ｛!，*，⋯，" + *，"，’"｝，7* & ｛(，" + !，" - !，⋯，

*" + *，’" + !｝，7’ & ｛*" + !，*"，⋯，’" + *｝$ 显然，7!，7* 和 7’ 是 0（’，"）+ 4 的独立集$ 所以 0（’，"）+
4 是 ’# 可着色的$

所以，0（’，"）是 +# 临界图$
最后我们证明图 0（’，"）是 ’# 连通的$ 根据 ,-#.-/ 定理，我们只要证明对于 0（’，"）的任意两个不同

的顶点 . 和 ,（不妨设 . / ,）之间存在 ’ 条内不交的路即可$ 为此我们进行分类讨论$
!$ .，,! *"
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因为 !［""］是阶为 ! 的完全图，所以 !［""］中包含连接 # 和 $ 的 " 条内不交的路%
下面给出满足要求的第三条路：

# & ’ 和 $ & "’ 时，(! & ｛#，#，$｝；

# & "’ 和 $ & !’ 时，(! & ｛ $，’ ) $，#｝；

# & ’ 和 $ & !’ 时，(! & ｛#，!’ ) $，"’ ) $，’ ) $，$｝%
"% #，$! "$

($ & ｛#，"’，$｝；(" & ｛#，# * ’，!’，$ * ’，$｝；(! & ｛ $，$ * "’ * $，’，# * "’ * $，#｝%
!% #，$! ""

($ & ｛#，!’，$｝；(" & ｛#，# * ’，’，’ * $，$｝；(! & ｛ $，$ ) ’，"’，# ) ’，#｝%
%% #，$! "!

($ & ｛#，’，$｝；(" & ｛#，# ) ’，!’，$ ) ’，$｝；(! & ｛$，$ * ’，"’，# * ’，#｝%
&% #! ""，$! "+（ + & $，"，!）

($ & ｛#，（ + * $）’（’()（!’）），$｝；(" & ｛#，（ + * "）’（’() !’），（ $ * ’）（’()（!’ * $）），$｝；

如果 # & +’，(! & ｛#，（ $ ) ’）（’()（!’ * $）），$｝；否则，(! & ｛#，+’，（ $ ) ’）（’()（!’ * $）），$｝；

*% #! ""，$! "!

($ & ｛#，# ) ’，"’，$ ) "’ ) $，$｝；(" & ｛#，!’，$ ) ’，$｝；(! & ｛#，# * ’，’，$｝%
+% #! "$，$! ""

若 $ & # * ’，($ & ｛#，$｝；(" & ｛#，# * "’ * $，’，$ * ’，$｝；(! & ｛#，"’，!’，$｝%
否则 ($ & ｛#，# * ’，!’，$｝；(" & ｛#，# * "’ * $，’，$ * ’，$｝；(! & ｛#，"’，$ ) ’，$｝%
,% #! "$，$! "!

若 $ & # * "’ * $，($ & ｛#，$｝；(" & ｛#，"’，’，$｝；(! & ｛#，# * ’，!’，$ ) ’，$｝%
否则 ($ & ｛#，"’，$ ) "’ ) $，$｝；(" & ｛#，# * ’，!’，$ ) ’，$｝；(! & ｛#，# * "’ * $，’，$｝%
至此，结合［"］中定理 %，我们完整地回答了 -..(// 和 01(2 在［%］中提出的问题，即对于N! , #，存

在一个具有高连通性的临界图 ! 使得 "（!）< "（!）) $ * !%

［参考文献］

［$］3 45678 -9 :/;< 71<(’;/57 62’.8<［=］9 = ><;?1 @18(<A，$B,,，$"（%）：&&$—&&B9
［"］3 :/8CC86 D，012 E9 F6 /18 G/;< 71<(’;/57 62’.8<G (C H<;?1G［=］9 I(’.56;/(<57;，$BB*，$*（!）：%!B—%%,9
［!］3 J;6 >9 I5<72K;< 71<(’;/57 62’.8< ;6) LA758KGM5 H<;?1G［=］9 I(’.56;/(<57;，"##%，"%（$）：$"+—$&&9
［%］3 -..(// N O，01(2 P9 @18 G/;< 71<(’;/57 62’.8< (C ; H<;?1［=］9 = ><;?1 @18(<A，$BB!，$+（!）：!%B—!*#9
［&］3 012 E9 I5<72K;< 71<(’;/57 62’.8<：; G2<Q8A［=］9 R5G7<8/8 L;/18’;/57G，"##$，""B（!）：!+$—%$#9
［*］3 012 E9 :/;< 71<(’;/57 62’.8<G ;6) ?<()27/G (C H<;?1G［=］9 = ><;?1 @18(<A，$BB"，$*（%）：&&+—&*B9

［责任编辑：陆炳新］

—#%—

南京师大学报（自然科学版）3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 第 ", 卷第 % 期（"##& 年）
$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$

  万方数据


