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一类半线性椭圆型方程组正解的
存在性与不存在性
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[摘要] 通过Kelvin变换，对移动平面法作了重要的改进和简化，利用移动球面法证明了一类半线性椭圆型

方程组古典正解的存在性与不存在性定理；移动球面法并不需要方程组的极大值原理，推广了应用积分法得到

的结果，而且还证明了临界情形时古典正解的确切形式；此外，移动球面法也容易推广应用到一般非线性椭圆

方程(组)的Liouville问题．
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Nonexistence and Existence of Positive Solutions of Semilinear Elliptic Systems
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Abstract：In this paper，we introduce the Kelvin transforms and apply the method of moving spheres

which is the significant simplifications of moving plane method to prove the existence and nonexistence of

positive solutions for a class of semilinear elliptic systems．The method of moving spheres doesnt not need

the maximum principle for elliptic systems and obtains the exact form of positive solutions for the critical

case which extends the results proved by the integral method．Moreover，this method is also used to prove

the Liouville theorems for the general nonlinear elliptic equations or systems．
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0 引言

本文我们考虑半线性椭圆方程组

-一A。u=。f(、u一,，v。；石∈RⅣ(Ⅳ≥3) (1)

我们关心的问题是非线性项，和g在什么条件下，方程组(1)的非负解只能是平凡解，即(M，口)=(0，0)．

这里我们指古典解“，秽∈C2(R“)．对Emden—Fowler方程

△u+u‘=0，“≥0戈∈RⅣ． (2)

当1≤南<(Ⅳ+2)／(N一2)(N≥3)，Gidas和Spruck在[1]中已经证明方程(2)的非负解只能是“=

0．当N=2时，对任意0≤k<∞，有类似的结论．众所周知，对临界情形k=(N+2)／(N一2)，方程(2)

存在～类含两个参数的正解
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其中c=[Ⅳ(N一2)d]寺，d>0，互∈RⅣ．利用积分方法，Mitidieri[2’证明了下面的不存在性定理：

定理A 若对任意“，秽∈[0，。。)，／，g满足：八／．t，秽)≥olM‘+Ⅱ2矿，g(“，V)≥61,3“9+a4'／)。，其中八0，0)

=g(o，0)=0，a：>0，k，P，q，t>1．如果

竿⋯x{占，糟，击，科)'
则方程组(1)不存在C2(R“)的正解．

在本文中，我们利用移动球面法讨论(1)，并得到了下面关于正解的存在性与不存在性定理．

定理1．1 若对任意／Z，秽∈[0，∞)，八／Z，秽)=a1M‘+a2y9，g(u，秽)=123M9+124'／)‘，其中a。>0，k，t≥

0，P，q>0．如果max{南，P}≤(N+2)／(N一2)和max{q，t}≤(N+2)／(N一2)，但k，P，q，t不同时等于

(N+2)／(N一2)，则方程组(1)不存在C2(R“)的正解．

定理1．2 若对任意“，秽∈[0，∞)，八M，秒)=al／z‘+n2vp，g(M，V)=0,3“9+a4u‘，其中a。>0．如果k

=P=q=t=(N+2)／(N一2)，则方程组(1)仅存在如(3)的C2(RⅣ)正解，即对常数d>0，茏∈RⅣ，

有

掣 掣

出)2(而÷讦)2，如)2(而亡可)2
这里c。，c：>0，且满足下面等式

[Ⅳ(N一2)d]C一1 2=0,1C一12+0,2C2—2，

[Ⅳ(Ⅳ一2)d]c■=0,3C2—2+0,4C一1 2．

注1．1 显然，定理1．1包含了定理A所不能覆盖的新区域．令．厂(“，秽)=g(M，口)=M。+”。，由定理A

可知，当1<k<Ⅳ／(N一2)时方程组(1)没有正解，而由定理1．1则可以得到更广的范围，0<尼<

(N+2)／(N一2)．此外，定理1．2还得到了C2(R“)正解的确切形式．

与方程组(1)有着密切联系的还有很多问题．当o。=Ⅱ。=0和o：=12，=1时，Figueiredo和Felmer∞1

利用移动平面法和一个关于方程组的极大值原理证明了定理1．1；而Busca和Mandsevieh([4，定理2．1])

利用同样方法和一个非常巧妙的变量替换证明了一个新的结果：参数P，g之一可以取超临界值；在文[5]

中，张正策等人则通过Kelvin变换利用移动球面法证明了定理1．1．此方法首先在文[6]中引入，同时李

严严和张磊。7o又作了重要的简化来证明单个方程的Liouville定理．本文我们考虑更一般的情形口i>0，并

不需要方程组的极大值原理．而且，定理1．2还得到了正解的确切形式．我们猜测也能用移动球面法来证

明文[4]中定理2．1，但需要找到一种合适的变换而非Kelvin变换，有兴趣者不妨试一试．

与此同时，一般非线性椭圆型方程(组)的Liouville结果和正解存在性也越来越受到学者们的关注，

以及大量与之相关的工作，包括在不同区域上考虑的各种拟线性算子问题，参见[8，9，10，11，12]及其参

考文献．

1 Kelvin变换和移动球面

我们用移动球面法证明定理1．1和定理1．2，首先要证明几个引理．对戈∈RⅣ和A>0，引入Kelvin变

换 u。，．cy，=斋M(戈+糌)，”。，。cy，=r等(戈+糌)，
其中Y∈R“＼{戈}．容易验证，tt¨，吼．。满足方程组，Vy∈RⅣ＼{戈}，

r，一Ⅵ(南)肌卜“肛引蜘口z(由)¨卜“肛引《一 ㈩

I一△移。，．=n，(击N+2-q(N-2)II,：，．+。。(r_F_{兰j_r N+2-t(N-2)口：，。
、’

引理2．1意味着移动球面过程可以开始．

引理2．1 V戈∈R“，存在Ao(X)>0使得对所有的0<A<Ao(石)，l Y一戈l≥A，有“¨(y)≤M(Y)，
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叱．．(y)≤秽(Y)．

证明 不失一般性，我们取石=0，用u。，％分别表示u。川％小显然，存在r0>0使得

面d(r丁N-2u(r，臼))>0，vo<r<r0，p∈s川．

由此可得，

“^(Y)≤u(y)，V0<A≤I Y l<ro． (5)

由u的上调和性和极大值原理(见[3，推论1．1])知，

u()，)≥(m。％in“)《-2 y 2一，V y l≥r0· (6)

令

，minM、_】v1L一2_

天o=ro J竺Ll ≤r0．

＼m—axu]
Br0

则对所有的0<A<天o，I Y I≥r0，有

州y，≤鲁m‰axu。<蔫． ㈩

于是，由(5)，(6)和(7)知，对所有的0<A<天。，

／2^(Y)≤u(Y)，I Y I≥A．

类似地，存在天。>0使得对所有的0<A<天。，有

秽A(Y)≤秽(Y)，I Y I≥A．

我ff]取A。=min{天。，天。}即可．

V石∈RⅣ，令

A。(Ⅳ)=sup{肛>0 u。．A(Y)≤u(Y)，对所有I Y—x I≥A，0<A≤／x}，

A。(z)=sup{肛>0 i到。．^(Y)≤v(z)，对所有l Y一戈I≥A，0<A≤肛}．

由引理2．1，五。(戈)，天。(戈)有明确定义，且0<天。(戈)，五。(石)≤∞，V石∈RⅣ．令X=rain{X。，天。}，则有

如下结论：

引理2．2 若对某个戈∈RⅣ，页(石)<∞，则在RⅣ＼{戈}上，有M。，i(。)；M，秽。，i(。)兰秽．

证明 不失一般性，我们假设五=X。，取z=0，令天=五(0)，u．=“。∽移．=％．．，嚣={y；I Y l>

A}．我们的目的是要证明，在RⅣ＼{0}上，“x；M，％；秽．显然，只需证明

ui
5
M，刀i 5秽在鬲上．

先证¨j；M．Fh天的定义可知，

Hx≤u，％≤秽在鬲上．

由(1)，通过简单计算知，

也。弘(卉)N+2-k(N-2)u：％(占)肌2呻㈣。2’¨>0．
因此，

-△(⋯A)=叩k怕矿q(占)肌2“∽≈’群飞(击)肌2叩㈣。2’砖
孤(矗)肌2矗∽≈’㈡一M；⋯：(占)肌2叩∽。2’c矿卅
≥0在易上． (8)

如果在嚣上，酩一％；0，证明结束．否则，由Hopf引理和aBx的紧性，得

导(H—uj)|aBx≥C>0· (9)

又由9聪的连续性，存在R>天使得

未(M—u．)≥虿C>0，对所有页≤A≤R，A≤r≤R．
一27—  万方数据
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于是，考虑到在徊．上，u—M．=0，我们有

“(Y)一13,．(Y)>0，对所有天≤A<R，A<l Y I≤R． (10)

令C=min慨(／Z—Mj)>0．由M一“I的上调和性可得，

M—M^≥岛，V I)，I≥R．
j)I

因此．

u()，)一M。(y)≥等一(M。(y)一Mx(y))，V I y I≥R． (11)

由于在雷。上，／Z一致连续，故存在0<占<R—X使得对所有页≤A≤天+s，有

， ⋯～M(等)爿～M(鲁)I<竿川y⋯．
由(11)和上面的不等式可得，

“(y)一“。(Y)>0，对所有A≤A≤A+s，I Y I≥R． (12)

然而(10)和(12)与A的定义矛盾．

由“j；M和(8)，容易看出在易上，秽i；秽．引理2．2证毕．

引理2．3 若对某个互∈R川，天(互)=∞，则对所有的菇∈RⅣ，有五(并)=∞．

证明 由于A(z)=∞，则

u。．。()，)≤M(y)，秽。．．(Y)≤秽(Y)对所有A>0，l Y一互I≥A．

于是，

．0m y I肛2u(y)=∞．
vI—'∞

。 ’

另一方面，若对某个省∈R～，五(省)<。。，则由引理2．2，

iim Y r2u(y)=．jim y r2u领(。)(y)=X肛2(戈)u(戈)<。。．
yl—’∞ vl一∞

矛盾．类似地，我们也可以由”得到矛盾．

2 定理1．1和定理1．2的证明

首先我们给出两个引理．

引理3．1 ([6，引理11．1]) 若f∈C1(RⅣ)，N≥1，∥>0．假设V戈∈R～，存在A(戈)>0使得(r专÷兰鲁)”“戈+△二掣)=f(y)，Y∈Ru＼{菇}． (13)

则对某个c≥0，d>0，z∈R“，

f(x)=±(雨÷玎)2·
引理3．1 ([6，引理11．2]) 若f∈C1(R“)，N≥1，Ⅳ>0．假设

(寺与)”“戈+糌)≤八Y)，V A>吣∈RⅣ山刊孔
Nf等于常数．

定理1．1的证明 首先我们断言对所有的戈∈RⅣ，五(戈)=∞．反证．若存在互，使得五(互)<∞，则

由引理2．2，在RⅣ＼互上，M；，i(；)；“，畋．j(；)兰可．但是由方程组(4)可知，这是不可能的．因此，

M¨(Y)≤u(y)，秽¨(Y)≤口(y)对所有的A>0，石∈R“，I Y一戈I≥A．

又由引理3．2，u，口等于常数．但由方程组(1)，这也是不可能的．

定理1．2的证明 首先我们断言对所有的戈∈RⅣ，X(戈)<∞．反证．若存在五，使得五(互)=∞，则

由引理2．3，对所有的戈，天(x)=∞，即，

“¨(Y)≤u(y)，秽¨(Y)≤秽(Y)对所有的A>0，戈∈R“，l y一菇I≥A．

于是，由引理3．2，u，秒等于常数，与方程组(1．1)矛盾．因此，由引理2．2，对所有石∈RⅣ，存在天(戈)>0使

得配；，x(。)三三“，秽。，j(。)；耖．又由引理3．1，对常数c。，d>0(i=1，2)和某个i∈RⅣ，
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．N．．—-—2．N．—-—2

础)_(丽丢订)2川菇)-(而告订)2．
由于(“，秽)满足方程组(1)，定理1．2证毕．

[10]
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