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正格子点上L族的若干注记
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[摘要] 为了获得重尾分布子族L族的相关性质和结果，本文采用数学归纳法，给出了正格子点上L族的独

立同分布列(i．i．d．)Poisson逼近的等价条件及判别该列能否Poisson逼近的一个方法，它比Embrechts等给出

的检验方法更简洁．另一方面，给出了正格子点上L族的可加性的一个特别的证明．
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Abstract：In order to obtain some properties
of Long—tailed family，this paper uses mathematical

induc—

tion，gives the equivalent condition of Possion approximation of i．i．d．r．v．s
in the positive lattice Long—

tailed familv，hence obtains a method，which can check whether i．i．d．r．v．s in the positive lattice Long～

tailed familv can be Poisson approximated．This method is more concise than that in Embrechts
et a1．On

the other hand．we give a special proof of the additivity
of the positive lattice Long·tailed family．
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0引言与结果

重尾随机变量(r．v．)及其相应的重尾分布函数(d．f．)在应用概率的分支过程、金融保险等领域有着

十分广泛的应用．近年来国内外涌现了大量的研究文献，参见Embrechts掣1|，Mandjes‘引，Su等h 4I，

Tang掣5|．而L族是重尾分布族K的一类重要子族，研究其对卷积的封闭性对了解L族，乃至整个重尾
分布族K的性质有着重要的意义．同时这方面的结果还可以应用到极值理论中，其在Poisson近似可以获

得一些有趣的结果．

记r．v．x的d．f．为F(x)=P(X≤省)，约定P(X>0)=1以及F(x)<1，V戈>0．记X的尾分

布为F(石)=1一F(石)，戈>0．全体这样的d．f．族记为F．

定义1．1 称非负随机变量x的d．f．F属于重尾(Heavy—tailed)d．f．族K，若其没有指数阶矩，即对

V A>0。有

脒x=卜肌dF(戈)=∞． (1)

否则，则称F属于轻尾(Light．tailed)d．f．族K。=F＼K．

由于K族的成分过于复杂，人们又提出了一些性能更为优越的重尾d．f．子族及其它d．f．子族，L族就

是其中之一．
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定义1．2 称非负随机变量x的d．f．属于L(Long．tailed)d．f．族，若对VY>0(或等价地Y=1)，有

lim链笺掣：1． (2)
。～’∞

』’L菇J

设r．V．列{Xi：i∈N／i．i．d．，则称肘。=max{X1，．一，x。}，s。=∑x。分别为部分最大值及部分和，n∈

N．易知它们是极限理论及其在金融保险的应用中的两个主要对象．

在对M。的研究中，Poisson逼近是极值理论的基础之一．所谓Poisson逼近，就是研究对V r>0，存在

一个实数列使得下式成立的条件

P(M。≤u。)_e7，／．g_∞． (3)

这一研究受到人们的高度重视，已经有了成熟的结果．如Embrechts等⋯介绍了

定理A 如上所述，(3)与下列两条件相互等价：

nF(11,。)_÷r，n_÷∞， (4)

黑；糌=1． (5)

其中戈，为F的支撑的右端点．

据等价条件(5)，Embrechts等¨o对三个著名的正格子点分布：Poisson分布，几何分布及负二项分布

能否Poisson逼近进行了检验，得到了否定的结果．

定义1．3 称正随机变量x是格点的，若存在常数d>0，使得∑p(x=Itd)=1，其对应的分布F
磊五

称为正格子点分布．即X是格点的，若X只取某个正数d的正整数倍，具有这性质的最大的d称为X的周

期．以下我们均假设r．v．X的周期d=1．

我们发现，正格子点分布有自己独有的性质，除了用(4)及(5)判别Poisson逼近外，应该还有自己的

独有的判别方法．这一方法与L族有密切的关系．

定理1．1 如上所述设{Xi：i∈N}是正格子点上的i．i．d．列．则(3)，(4)，(5)与下列条件等价：

F∈L． (6)

由于上述Poisson分布等三种分布都是轻尾分布，所以不是重尾分布，当然更不属于乞族，因此它们不

可能Poisson逼近，不必再用(5)进行检验．为此我们证明负二项分布不是重尾分布．

例1 设m∈N，r．v．x的分布列为

P(X=k)=C'm+^一。P“(1一P)‘，k∈N U{0}，0<p<1． (7)

易知，X=Y，+⋯+k，其中l，l，．一，ym相互独立且均是以P为参数的几何分布，即

P(K=几)=P(1一P)”，n∈N U{0}，i=1，⋯，m．

由于■是轻尾的，再由轻(重)尾分布的可加性立得x是轻尾的．

由上可知，可加性问题是一个重要的问题．不难看出，重(轻)尾r．v．的独立和的分布(卷积)仍然是

重(轻)尾的，即重(轻)尾分布有可加性．但是￡族分布的可加性却不是容易看出的，它的证明也比较复

杂．尽管已经有了一般的正面结论，但我们最近专门对正格子点上￡族的可加性给出了一个特别的证明．

定理1．2 若{x，Xi：i∈N}是i．i．d．的正整值r．v．列，其共同的d．f．为F，戈，=。。．若F∈L，则对V k

∈N，有5。=∑x。∈￡．

1 定理的证明

定理1．1的证明 显然，条件(5)等价于条件

≠望‰一1，凡一∞． (8)F1(n一) ’“一～ ⋯7

我们只要证明条件(8)等价于条件(6)．(6)j(8)显然，下证(8)专(6)．对Vx>0，必存在凡=凡(戈)，

使n一1≤名<n，这时由(6)知

·≥声i笔王兰立fy=i{与‰=i《与端=F；≤}兰÷i_y—+·，n—+∞．
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即F∈￡，亦即(6)成立．

定理1．2的证明 欲证对V．|}∈N，S。∈L，即要证

⋯lira鑫装告乩 ㈩。。。可i了而2 1‘ (9)

对南用数学归纳法．(1)先证后=2时的情况．注意到

而

=∑P(X=i)P(X>忍一i)
i=l

=∑P(X=i)P(X>n—i)』√ 、

。≤-一i≤≤端=·一

+∑P(X=i)P(x≥1)』_一
、

’

i=n+l

+P(X>n)．

=J—i)P(五=i)

∑P(X=i)P(X>n—i)+P(X>n)
i=l

=i)P(X>n一1一i)+P(x>n一1)

=i)P(X=乃一i)
2 ij——————————————————————————————一
∑P(X=i)P(X>n一1一i)+P(X>n一1)
i=l

(10)

(11)

由脚者等％=t知，⋯lira嚣等％=⋯lira墅茵岽掣一o．故Vs>o，3 N
∈N，当n≥Ⅳ时，有F丢}蒜≤s，即
如)=[P(X=1)P(X⋯1)+⋯+P(X=n 2 1)p(x=字)+P(Ⅸ=业2)尸(x=字)
”。+P(X=n一1)P(X=1)]／[P(X=1)P(X>n_2)”‘+P(X=丁n-1)P(x>孚)+
P(x=譬)P(x>字)”，+P(X=凡一1)P(X>o)+P(X>n_1)】

≤篆罴等篆羔等篙鬟器剖川1—3，≤～———————————————————————二二1—————————————=——二 r 、

P(x=1)P(x>凡一2)+P(x=2)P(x>n一3)+⋯+Pf x：旦÷土1Pf x>!；』1

因为n一1>n～2>⋯>生尹≥垫≥』=Ⅳ+号，故由(12)式知，(挖)≤2s．

，(n)=P(X=1)P(X=忍一1)+⋯+P(戈=in一1)P(X=虿n+1)+P(戈=号)尸(x=丁n)

”’+P(X=凡一1)P(X=1)】／[P(X=1)P(X>n一2)”，+P(x=号一1)P(X>虿n)

+P(x=号)P(x>丁n—1)”‘+P(X=n一1)P(X>o)+P(X>n一

≤：f!!兰三1 2 11兰三：二!!二!!三二!?兰!兰三：二!!二：：：二!!兰：兰!：!兰：兰!! ，14、≤————————————————————————————————————————————————————————————————————=———二—————二二二 r 、

P(x=1)P(x>n一2)+P(X=2)P(X>n一3)”’+P(X=号)P(x>虿n一1)
一

X／LP川∑㈦。∑一
=、，=砭}X／LP

。∑一
=、，=2S，LP

。∑一
=、，n>2S，LP

X以州∑㈨

X以“∑㈦
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同理，由n一1>n一2>⋯>号≥Ⅳ，结合(12)式知，(n)≤2s·

因此，。l—im。反娶#乏端=1成立，故(8)式对于后=2的情况得证．
(2)假设对k≤m，(8)式成立，1≥]1lim㈣

一方面，我们有

P(S。+l>It一1)=

另一方面

P(S。+l>It一1)

!三翌二．Z

P(S^=It)

P(S^>n一1)
=0． 彩(ijE⋯lim老≥尚

⋯lim老≥浩=o⋯可瓦■而刈
=J) +∑∑]p(s。=卜i)P(X=i)i—mj。t+m

=∑P(X=i)P(．s。>n—i一1)+P(X>n—m一1)．
i=1

n一】

∑P(S。=j)P(X>n一卜1)+P(S。>凡一1)
J=m

∑P(X>i一1)P(Js。=n—i)+P(S。>n一1)．
j=l

=1，只要

(15)

(16)

(17)

酬鼠。圳=薹耶。⋯眇cx叫枷姆矗薯告=一lim。嚣等％=o知，
Vs>0，j no∈N，当17,≥Ito时，有

P(S。=n)≤占P(S。>It一1)，

P(X=n)≤占P(X>n一1)．

对上述占>0，当n≥2n。时，若n一1为偶数，则有

P(．s训：n)P(X=1)(5。=n一1)+．．‘+P X=丁n-I)P S。
P(S。+l>几一1)=一P(X=1)(S。>n一2) +．．·+P(x=丁n-1)P(．s。>P(x=n一+x)p(s。=字)+．．，+P(X=n一州s。=m)
+_下丐万F乏可i雨i=百百五

因为n一1>n一2>⋯>生}>Ⅳ，i玫f13(18)及(19)式知，上式≤2s．

[t]

[2]

[3]

[4]

[5]

类似地，当n一1为奇数时也有类似结论．故lim
n—÷∞

P(S。+1=／／,)

P(S。+l>

因此，由数学归纳法知，(9)式对一切k E N成立，定理1．
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