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[摘要] 本文在olver建立的守恒律间的非平凡、相关、独立等概念的基础上，建立守恒律类的概念．利用守恒

律类的概念用简单的方法推导规则长波BBM方程的守恒律，对Olver建立的揭示BBM方程守恒律间内在性质

的定理给出精确描述和解释．
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Abst腑ct：In this paper，it prop08es the conception of equivalent classification for the consew砒ion laws of

BBM equation which based on 01ver’s concepts about non—trivial，dependent and independent for con·

servation laws． Here it induces again the conservation laws of BBM equation in simple way，and gives

some aceurate desc矗ptions aIld imerpretations on 0lver’s theo嘲n．
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1问题的提出

BBM方程是一类重要的规则长波方程，它由下面的偏微分方程：

u。一“u。一u就。=0 (1)

来描述．这个方程是由Benjamin，Bona和Mahony于1972年研究非线性水波时建立的，它是基于具有非线

性色散的系统模型而得到的．在提出这个系统模型(1)的同时，他们发现了相应的三个守恒律‘1一]：

‰一(告M2+％)=o (2)

(丢u2+÷u纠，一(÷M3+Hu。。。=o (3)

(÷u3l，一(÷u4“M—u：。一M2l。=o (4)

Olver(1979)利用Euler算子研究了BBM方程(1)的守恒律，得到的主要结论是‘3|：

定理1．1 匕述守恒律(2)。(4)是BBM方程(1)仅有的三个非平凡目相互独立的守恒律．
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该定理揭示了BBM方程守恒律间的内在性质，在仔细研究了Olver的工作后，不难发现Olver的研究

中关于守恒律间的非平凡、相关、独立等概念的引入和讨论存在值得深入探讨和阐述的问题．本文在守恒

律间的非平凡、相关、独立等概念的基础上，利用守恒律类的概念用简单的方法推导守恒律(2)一(4)，对

Olver建立的揭示BBM方程守恒律间内在性质的上述定理给出精确描述和解释．

2 守恒律的基本概念与性质

为讨论方便，首先列出0lver给出的有关概念如下旧1：

定义2．1 对于给定的以石，￡为自变量，M=“(戈，￡)为未知函数的偏微分方程

△(戈，f，M，M。，u。，⋯)=0 (5)

其守恒律由形如r=r(戈，￡，H，‰，u。，⋯)，x=x(菇，￡，u，‰，u。，⋯)沿该微分方程的所有解“=M(戈，f)都

满足微分方程

t+置=0 (6)

确定．r=r(x，￡，M，‰，M。，⋯)称为守恒密度，x=x(戈，f，M，M。，u。，⋯)称为守恒流．

定义2．2 如果r=P。，x=一P。，P=P(石，￡，M，u。，u⋯⋯)，那么由此确定的守恒律(6)称为平凡守

恒律，否则称为非平凡守恒律，

定义2．3 设正，疋，⋯，t是n个不同守恒律的守恒密度，如果存在常数c。，c：，⋯，c。和函数P=P(戈，

￡，u，u。，“。，⋯)满足

c1丁l+c2咒+，⋯，+c。L=P。 (7)

那么相应的守恒律称为相关的，否则称为独立的守恒律．

将定义2．1定义的守恒律记为<r，x>，则由定义2．1和定义2．2容易知道，由<只，一．P。>确定

的平凡守恒律往往与微分方程(5)无关．因此，平凡守恒律通常不能反映给定的微分方程(5)的内在守恒

性质．正像olver所说，人们所真正关心的是那些非平凡守恒律H_7 o．

性质2．4 微分方程(5)的任意两个守恒律<五，一x。>，<疋，一邑>的线性叠加：

c1<歹l，一xI>+c2<歹l，一石l>E<cl瓦+e2乏，一c【Xl—c2五> (8)

仍是微分方程(5)的守恒律，其中c。，c：为任意常数．

性质2．5 微分方程(5)的任意两个平凡守恒律<正，一x，>，<咒，一恐>的线性叠加仍然是平

凡守恒律；微分方程(5)的任意一个非平凡守恒律<五，一X，>与任意一个平凡守恒律<咒，一置>的

线性叠加当c，≠0时仍然是非平凡守恒律．

性质2．4和性质2．5的前半部分是非常容易证明的事实，性质2．5的后半部分可以用反证法并利用其

前半部分的结果得到．根据定义2．3还很容易推出守恒律的如下性质：

性质2．6 对于微分方程(5)的任意一个非平凡守恒律<r，一x>和任意一个关于戈，f的微分算子

D；D(a。，a。)．如果r=r(石，f，u，M。，“。，⋯)和x=X(x，f，“，M。，M。，⋯)关于它们的所有变元都是任意

阶连续可微，那么可以确定微分方程(5)的另外一个守恒律<Dr，一嬲>．特别地，<t，一x。>，<t，
一x。>，<t。，一置。>等等都是微分方程(5)的守恒律．

证明 由于<r，一X>是微分方程(5)的非平凡守恒律，则有Z+置=0对微分方程(5)的所有

解“=“(x，￡)都成立．于是，D(Z+x。)=0对微分方程(5)的所有解u=M(戈，f)都成立．这样，可以利

用丁=，(z，f，聪，M。，配。，⋯)和x=x(茗，￡，聪，瑾；，”。，⋯)关于它们的所有变元都是任意阶连续可微性假

设，得知恒等式(D丁)。+(嬲)。=0对微分方程(5)的所有解u=“(算，￡)都成立．这就证明了微分方程(5)
有守恒律<Dr，一蹦>．分别选取微分算子D；D(a。，a，)为微分算子a；，a，和a。a。即知<t，一x。>，
<L，一x。>，<咒。，一置。>都是微分方程(5)的守恒律．

性质2．6表明，虽然平凡守恒律往往与微分方程本身无关，但有时也不尽然．事实上，由性质2．6得到

的守恒律<L，一x。>；<P。，一P。>，P=r就是一个由非平凡守恒律<r，一x>得到的微分方程(5)

的平凡守恒律，因而与微分方程(5)有着密切联系．可见，平凡守恒律并非总与微分方程本身无关．不仅

如此，利用平凡守恒律还可以导致非平凡守恒律．例如：<M。，一M。>是一个平凡守恒律，(2)～(4)可

以确定微分方程(1)的三个非平凡守恒律：
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(u，一(号u2帆。)>

<丢u2+丢u：，一(÷“3+M％)> (9)

<÷M3，一(丢u4“M—u：一M；)>
于是，利用性质2．5的后半部分可以得到微分方程(1)的另外三个非平凡守恒律∞’6j：

<M+M。，一l{_“2+2M。I J>

<寺u2+寺u：+M。，一(÷u3+Mu。+‰)> (10)

<÷M3+u。，一(}u4+M2um+M：。+M厂u2)>
可以利用定义2．3证明(10)表示的三个非平凡守恒律也同样是相互独立的守恒律"1．由此可见，定理1．1

表述的真正含义有待进一步明确．

3 守恒律的等价分类

对微分方程(5)的非平凡守恒律进行等价分类．首先给出一个基础定理：

定理3．1 设<五，一x。>，<疋，一五>是微分方程(5)的两个非平凡守恒律，则它们相关的充

要条件是：丁，，死在不计常数因子外彼此相差一个平凡守恒律<P。，一P。>中的P。≠O．

证明 对非平凡守恒律<L，一x。>，<疋，一五>用定义2．3(n=2)，则它们相关的充要条件

是r。，疋沿微分方程(5)的所有解M=M(戈，￡)满足恒等式：c，五+c：疋=P。，其中c，，c：是确定常数，P=

P(菇，t，M，“。，“。⋯)≠0是确定的可微函数．显然，c。，c：都是非零常数，因而有

耻一詈疋+} ⋯)

这就证明了守恒律<兀，一x，>，<疋，一x：>相关的必要条件．反之，如果r。，疋在不计常数因子外彼

此相差一个平凡守恒律<P。，一P。>中的P。≠0，例如：

五=口咒+P。 (12)

由此立刻得知守恒律<瓦，一x。>，<疋，一恐>是相关的．

定理3．1表明，微分方程(5)的任意两个相关的非平凡守恒律除去常数因子和平凡守恒律外没有本

质的区别，因而可以将它们视为同一类型的守恒律．下面引入守恒律的等价和等价类的概念．

定义3．2 微分方程(5)的两个非平凡守恒律<r。，一x。>，<疋，一砭>称为是等价的，如果它

们是在定义2．3意义下是彼此相关的．

两个等价的非平凡守恒律是相关的，反之是独立的．这样，微分方程(5)的所有非平凡守恒律可以按

定义3．2中的等价关系分类．微分方程(5)的两个非平凡守恒律<r。，一x。>，<疋，一五>处于同一

等价类当且仅当它们是等价的．可以证明，这里的等价分类具有通常等价类关系的反身性、对称性和传递

性性质．因而，对于给定的微分方程(5)必然存在按定义3．2中的等价关系分类的等价类，并且有

定理3。3 微分方程(5)的每一个非平凡守恒律必属于诸等价类中的某一个等价类，处于同一等价

类中的任何两个非平凡守恒律是相关的，处于两个不同等价类中的任何两个非平凡守恒律是独立的．

上述定理可以用常用的充分必要条件表述为：微分方程(5)的任意两个非平凡守恒律彼此独立的当

且仅当它们分别处于两个不同的等价类中．但是，这个结论不能推广到多个非平凡守恒律情形，下面的定

理就足以说明这一点．

定理3．4 设<正，一置>(i=1，2，⋯，m)是微分方程(5)的m个非平凡守恒律，则这m个非平凡

守恒律独立的必要条件是它们分别处于m个不同的等价类中．但是，处于m(m≥3)个不同等价类中的非

平凡守恒律有可能是相关的．

证明 设<正，一x。>(i=1，2，⋯，m)是微分方程(5)的m个独立的非平凡守恒律，我们将用反
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