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有lⅣ(u)uⅣ(移)I≥n—t成立，则G是一个泛圈图或G兰酶．_}并提出了以下问题：设G是一个n阶2

一连通图且艿(G)≥￡，对于G的任意两个距离为2的点拉和秽，若IⅣ(M)uⅣ(秽)J≥n一#，则G是一个泛

圈图或G兰K旦罢．在本文中，我们将证明以下主要定理：

定理1 对任意的￡(显然t≥2)和G的任意两个距离为2的点u和秽，若IⅣ(M)uⅣ(秽)I≥n一￡，

则G是一个泛圈图或G是以下情况之一：(1)G是一个5一圈，(2)G兰峰旱，本文中用到的其它未作说明

的术语和记号可在文献[7]中找到。

1 引理和定理的证明

为了证明及叙述的简便，下面设G是一个n阶2一连通图，5(G)≥￡，且对于G的任意两个不相邻的点

Ⅱ和秽有IⅣ(u)uⅣ(移)I≥n一￡成立，G与峰．导不同构．
引理1 设d(M，口)=2且Js∈y(G)＼{u，秽}，若I|s I≥￡一l，则(J7＼，(u)uⅣ(秽))n．s≠囝．

证明 若(Ⅳ(u)uⅣ(口))n S=g则Ⅳ(M)uⅣ(秽)∈y(G)＼(s u{M，口})有

J7＼，(配)u J7、，(口)l≤n—I S u{M，移}I≤n一(￡一1+2)=n—t一1<n—f与题设矛盾，结论成立．

引理2 G含有3．圈，4．圈或G是5一圈．

证明 如果V搿∈y(G)有d(石)=6(G)=￡，当￡=2

y I=4时，G兰砭-2，矛盾．

y I=5时，IⅣ(“)uⅣ(秽)I=3，且n一6=3，满足题目条件，此时G是一个5一圈．

y l≥6时， lⅣ(u)uⅣ(口)I=3，而n一6≥4与条件矛盾．

当￡≥3时，则设C。=z。石：⋯戈。为G中的一个长度最小的奇圈．(若G只含偶圈，则为二部图，设G=

GM，有p￡=g￡=I E I，即p=9矛盾．)假设G不含三圈，则五为≥5的奇数，若在G＼c^中存在一点与c^

上的至少三个点相邻，设三个点按顺时针方向依次为”i，秽j，‰，由图中无三圈，则三点不相邻．若J—i，后一J

为偶数，则有更短奇圈，矛盾．否则不妨设，一i为奇数且≥3，南一歹为偶数．若_j}一J>2可得矛盾．若I|}一_『

=2，则原来的圈至少长为歹一；+4而我们可以找到歹一i+2的圈．因此c；中无弦且G＼c；中的任一顶点至

多和C。上的两点相邻，否则就与C。是G中长度最小的奇圈矛盾．故有
^ ^

。，

∑(d(石i)一2)=∑d(戈i)一2忌≤2n一2后，由d(戈i)=f，i=1，2⋯后，从而n≥等 (1)
I=I I=l 一

设Ⅳ(戈1)＼y(c^)={勘l，秽2⋯秽m}，由c女的最小性知掣1，秽2⋯％一2隹Ⅳ(戈女)且{秽1，移2⋯也一2}为独立集，于

是有d(t7l，戈^)=d(秽2，菇^)=⋯=d(勘。一2，菇I)=2．令Js={口2，口3⋯秽。一2，戈2，石3}，贝0 I．s I=￡一l，由弓I理1

(Ⅳ(戈^)uⅣ(秽。))n|s≠咖，又J7、r(戈^)n S=咖，所有Ⅳ(秽。)n Js≠咖，从而秽l菇3∈E(G)，同理口i戈3∈E(G)，

i=2，3，⋯￡一2．因为d(石3)=￡，有(Ⅳ(茗1)uⅣ(菇3))n I y(G)＼I y(c。)u{秽1，秽：，⋯％一2}))=咖，而

d(石l，x3)=2，由引理1 y(G)＼I y(c^)u{秽。，口2，⋯，口心}l|≤￡一2．于是有

n=I y(G)I=I(y(G)＼y(C。))u y(C^)I≤2(￡一2)+后 (2)
．，．

由(1)(2)，詈≤n≤2(￡一2)+I|}，从而f≤2，矛盾．由此，c3 c G．
二

如果了戈∈y(G)使d(戈)≥￡+1，设Ⅳ(x)={戈。，z：，⋯，戈^}，其中后=IⅣ(菇)I≥f+1．若G不含3

一圈，贝4对V戈f，戈i∈Ⅳ(戈)，i≠J，有d(菇i，菇i)=2．但lⅣ(z；)uⅣ(zi)I≤l y(G)一{戈1，戈2，⋯，戈I}I≤n

一(f+1)<n—t，与条件矛盾．此时C，c G．

下面证明G c G．

设C，=菇。菇：菇，笫。是G中的一个3一圈，假设G是不存在4一圈．令歹=y(G)＼y(C，)，则有Ⅳ，(茗i)n

坼(石，)=咖，1≤i≠，≤3．否则存在c4．此外，对Vyi∈％(石；)，i=1，2，3．有{y。，)，：，)，。}为独立集，否则

同样存在C。．不失一般性考虑y。∈以(菇。)和戈：，由d(y。，戈：)=2，而(Ⅳ(y，)uⅣ(戈：))nⅣ，(菇，)=咖，由

6(G)≥￡及引理1知IⅣr(石3)I≤￡一2，类似，IⅣr(戈i)I≤￡一2，i=1，2．若IⅣr(石i)l<￡一2l=1，
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2，3，贝4 IⅣ(戈i)I<￡≤6(G)，i=1，2，3，矛盾．且口lⅣr(茹i)I=￡一2．

存在z：∈Ⅳ()，：)＼{戈：}，使得乞省：售E(G)(这样的点一定存在，否则由d，(菇2)=z一2，则d()，2)=￡一

3+1<t，矛盾．)同时y1石隹E(G)，否则d()，l，y：)=2，I{戈3}uⅣr(算3)I=￡一1，但(J7、r()，。)uⅣ(y2))n

({石，}u坼(戈，))=咖，与引理1矛盾．同理存在彳，∈Ⅳ(y，)＼{戈，}，使得石，石i隹E(G)，z3y。诺E(G)．因此

由t≥2，有

IⅣ()，1)uⅣ(菇2)I≤n—i(Ⅳ(菇1)＼{戈2，菇3})u(Ⅳ(戈3)、{zl，戈2})u{石2，彳2，石3}I≤n一(f一2+f一

2+3)=n一(f+￡一1)<n一￡．

与定理条件矛盾．

因此有c。c G．

引理3 设珏是G、c。的一点，且1％(配)I≥2，V茗∈Ⅳ乞(配)或戈∈Ⅳ己(珏)，戈和Ⅳ(M)＼y(c。)中
的点都不相邻，则G有(m+1)一圈．

证明 必有下面三种情况之一成立

(1)存在石i，戈川∈Ⅳ“(u)．

(2)存在石f，菇f∈Ⅳc。(耗)使菇i+I，菇f+l∈E(G)．

(3)存在戈i，％∈Ⅳc。(u)，(i<歹)且h小菇m，⋯勺一-}nⅣc。(M)=咖，则存在戈t∈{巧Ⅲ勺小⋯戈i}，

使戈。和菇⋯相邻，且戈¨和并Ⅲ，“之一相邻．

由(1)一(3)之一，可以构造出(m+1)一圈．令戈i，菇f∈Ⅳ。。(M)．

若(1)～(3)均不成立，贝0当d(石j+，，戈净，)=2时，lⅣ(菇i+，)uⅣ(戈『+，)l≤n—IⅣ：。(u)l—I{M}l—

IⅣ(M)＼y(C。)I<n一6，矛盾．

当d(戈⋯，戈『+1)≥3时，V秽∈Ⅳ(戈⋯)＼{戈『}，秽=z^∈{戈『+2，戈『+3，⋯，石i}时，算¨和zⅢ，u均不相邻．口=
戈I∈{石川，算m，⋯，戈J_l}时，菇^和菇“|，M均不相邻．由d(戈Ⅲ，Ⅱ)=2，而IⅣ(戈Ⅲ)uⅣ(u)I≤n—

lⅣ(菇i+1)＼{x，}I—I{石i+1，u}I<n一6，矛盾．

定理1的证明 由引理2假设G与酶．旱不同构且G不是5一圈，则只要证明G是一个泛圈图．令r

=G＼C。．

情况1 若存在M∈r及并。∈Ⅳ；。(M)或钆∈Ⅳ；。(M)满足Ⅳ(菇。)n(Ⅳ(“)＼y(c。))≠咖，利用数

学归纳法，由引理2知G含有3一圈，4一圈．设G含有m一圈，m+1．圈，令u。∈Ⅳ(x。)n(Ⅳ(u)＼y(C。))，

那么菇l戈2⋯戈¨uulz^⋯石。戈1或戈lz2⋯髫＆u1眦¨⋯菇。戈1为一长为m+2的圈．

情况2 若对任意的M∈r，Ⅳ：。(u)或Ⅳ；。(u)中的任意一点和Ⅳ(“)＼y(c。)中的点都不相邻．我们

已有G含有3．圈．设G含有m一圈，下面证明G含有(m+1)一圈．

情形2．1 存在¨∈r使lⅣ。。(“)l≥2，由引理3知G含有(m+1)一圈．

情形2．2 对任意H∈r，max{lⅣc。(u)I}=l，则f r I≥占(G)≥￡．

情形2．2．1 存在戈，y∈r，d(戈，y)=2，由max{lⅣ。。(Ⅱ)I}=1，及定理的条件可得n—t≤IⅣ(戈)

uⅣ(y)I≤n—m成立，即m≤t，这样对圈c。上的每一个点戈i，1≤i≤m，都存在)，i∈丁，使戈iyi∈E(G)，

且当i≠J时，儿≠yf，戈iy∥E(G)否则与max{IⅣc。(M)I}=1矛盾．若在c。上存在点戈i，1≤i≤m，使
得菇i石m售E(G)，有d(z。，菇m)=2．注意至目fⅣr(扎)I≥6(G)一l≥￡一1．由引理l：(Ⅳ(茹。)uⅣ(菇m))n

坼(yi)≠咖，即xi或菇m与)，i在丁中有一个公共邻点，设为加，，如果训，与戈m相邻，则G存在(m+1)-圈．

如果加。与戈i相邻，则如上讨论有(J7、r(菇i)uⅣ(戈m))nⅣ，(埘。)=咖，即石；或戈m与埘。在r中有一公共邻

点，设为埘：．若训：与菇m相邻，则结论成立．反之则可以找到伽，，如此一直下去，若所有的伽i都不与戈m相

邻，则茗i是S的割点，矛盾．若对G。上的每一个点菇i，(1≤i≤m)都有菇i菇m∈昱(G)．不妨设戈，菇。∈

E(G)，当)，。)，，∈E(G)时，结论成立．当y。)，3诺E(G)时，由于I坼(y3)I≥￡一1，且y。，戈2隹坼(y3)，yl戈：

甓E(G)，从而d(y。，石2)=2，由引理1，I(Ⅳ(y。)u J7、r(并2))nⅣ，(，，3)I≠咖，令u∈(Ⅳ(y。)uⅣ(石2))n

Ⅳr(y3)，贝0 zl菇2uy3石3戈5戈6⋯菇m—lzm或戈1)，1u)，3石3菇5菇6⋯菇m一1戈m为G中的(，n+1)-圈．
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情形2．2．2 若V戈，y∈丁，均有戈y∈E(G)，这时G(丁)是G的完全子图．若m<导，则G含有(m+
二

1)一圈．

下设m≥詈，由G的2连通性，不失一般性，设c。上有点并i，x如>歹)，在r中分别有邻点yi，yf(yi≠
山

y，)并且使h—J I(modm)最小．由于l r l≥6(G)≥￡，所以当1<I i一，l(modm)≤f时，由G(丁)是

S的完全子图，可得G中的(m+1)一圈．当l i一歹J(mod蕊)>≠时，由l i一歹I(modm)的最小性以及

max{IⅣc。(u)I}=1，(Ⅳ(石m)uⅣ(菇『+2))n r=咖，因此光m■+2∈E(G)，则取戈∈r，戈≠)，。，乃，可得G

中的(m+1)-圈．当I i一歹I(modm)=1时，不妨设i=2，J=1．若(Ⅳ(石，)uⅣ(戈，))n r=咖，由引理

1知x3髫，∈E(G)，G存在(m+1)一圈．若(Ⅳ(戈，)uⅣ(戈，))n F≠咖，则I rI≥￡≥3，G(r)是G的完全

子图，可得G中的(m+1)一圈．

类似可得，G有(m+2)一圈．

综上，定理成立．

因为在峰．号中，对图中距离为2的点u，口，IⅣ(M)uⅣ(秽)I=n一6，可得如下推论．

推论6 设G是一个n阶2一连通图且6(G)≥￡，若对于G的任意两个距离为2的点Ⅱ和秽，均有

IⅣ(u)uⅣ(卵)I≥n一￡+1，则G是一个泛圈图．
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