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［摘要］* 本文给出族 !!遍历，族 !!强混合，族 !!弱混合，族 !!# 混合，族 !!一致混合和族 !!+,-./0一致混合的
概念，研究了它们的性质、判定及相互关系，并且讨论了对于连续变换的不变测度的族 !!遍历和族 !!混合的刻
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8* 引言
在文［"］中作者给出了相对于序列遍历的概念，讨论了强混合与相对于序列遍历的等价关系，文［#］

中作者给出了族 !!遍历和族 !!强混合的概念，讨论了族 !!强混合与混沌的关系$文［3］中作者给出了 #!
混合、一致混合和 +,-./0一致混合的概念$本文将文［#］的族 !!遍历和族 !!强混合的概念加以修改，并给
出族 !!弱混合的概念，进而将遍历、强混合和弱混合 的一些重要性质推广到族 !!遍历、族 !!强混合和族
!!弱混合上；在文［3］的基础上我们又给出 !!#!混合，!!一致混合和 !!+,-./0 一致混合的概念，讨论了它
们的性质及相互关系$

"* 定义
设 !："4 "是概率空间（"，"（"），#）上的保测变换，若对任意的递增非负整数序列｛$%｝#族 !!，对

任意的 &，’#"（"），有9?>
(4T

"
( 1

()"

% * ’
#（!)$%&+ ’）* #（&）#（’），则称 !是族 !+遍历的,若有9?>

%4T
#（!)$%&

+ ’）* #（&）#（’），则称 !是族 !+强混合的,若 ! - !是 !+遍历的，则称 !是族 !+弱混合的,
称 !是 !+#+混合的，若对任意的递增非负整数序列 . * ｛$%｝# !!，对任意的 &，’ # "（"），有
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!"#
!，"##

$（%&!’+ %&"(+ )）* $（’）$（(）$（)），这里 "4+ $ 并且 ! & "4+ $ ,因为 %是保测变换，令 )

* -，可推出 !"#
!，"##

$（%&（!&"）’+ (）* $（’）$（(），这时称 %是 !.一致混合的,因此 %是 !.%.混合蕴含 %是

!.一致混合的,称 %是 !. &’()*+一致混合的，若对任意的递增非负整数序列 # *｛/0｝# !!，对任意的 ’，

( #"（-），有!"#
!4$

,
!% 1

!

0，1 * ,
$（%&/0’+ %&/1(）* $（’）$（(）, 因为一般地，## ! !2 ｛! & " 3 !，"# #，! 4 "｝

# !，所以 %是 !.强混合的 !2 %是 !.一致混合的，但若 !为 5+ 的无限子集族"时，因 ##"!｛! & " 3
!，"# #，! 4 "｝# "，因此 %是 !".强混合蕴含着 %是 !"一致混合,

设 6# 7,（$），8# -，称5-6-$为 6的相空间平均，若对任意递增非负整数序列｛/0｝# !!，!"#
!4$

,
! 1

!&,

0 * .

6（%/0（8））存在，则称它为点 8的 6族 !时间平均,
文中没有定义的符号和术语参看文献［/］和［0］，以下总假设 !是 5+ 的一真族,

%1 ! .遍历

引理 !, "［#］$ 若 %是概率空间上的保测变换，则 %是弱混合-% 9 %是遍历,
定理 !, "$ %是遍历的-%是 # + .遍历,
证明 1 由遍历和族遍历的定义易得,
定理 !, !$ %是强混合-%是 !".遍历,
证明 1 由［,，引理 /, %］的证明可得,
定理 !, %$ %是弱混合-% 9 %是 # + .遍历,
证明 1 由引理 %, , 和定理 %, , 即可证得,
定理 !, #$ 设 %：- 4 - 是概率空间（-，"（-），$）上的保测变换，若对任意 / ) %，%（/） *

% 9 % 9 ⋯     9 %
/
是族 !.遍历，则 %是族 !.遍历,

证明 1 若 %（/）是族 ! 遍历，则对任意递增非负整数序列｛/0｝# !!，对任意 ’，( # "（-），有

!"#
!4$

,
! 1

!&,

0 * .
$（%&/0’+ (）* !"#

!4$

,
! 1

!&,

0 * .
（$ 9 $ 9 ⋯ 9 $）［（% 9 % 9 ⋯ 9 %）&/0（’ 9 - 9 ⋯ 9 -）+（( 9

- 9 ⋯ 9 -）］*（$ 9 $ 9⋯ 9 $）（’ 9 - 9⋯ 9 -）（$ 9 $ 9⋯ 9 $）（( 9 - 9⋯ 9 -）* $（’）$（(）,
所以 %是族 !.遍历,
定理 !, &$ 若对所有的 6# 7,（$），对于任意递增非负整数序列｛/0｝# !!，6族 !时间平均几乎处处

和 6的相空间平均相等，即!"#
!4$

,
! 1

!&,

0 * .
6（%/0（8））* 5- 6-$ )2 3，则 %是 !.遍历,

证明 1 因为对任意递增非负整数序列｛/0｝# !!，!"#
!4$

,
! 1

!&,

0 * .
6（%/0（8）） * 5- 6-$ )2 3，令 ’，( #

"（-），$（’）4 .，$（(）4 .，6 * "’，则
,
! 1

!&,

0 * .
"’（%/0（8））4 $（’）)2 3，两边同乘 "(：

,
! 1

!&,

0 * .
"’（%/0（8））

·"(4$（’）"( )2 3，两边积分，由控制收敛定理得：
,
! 1

!&,

0 * .
$（%&/0’+ (）4$（’）$（(）, 因此 %是!.遍历,

定理 !, ’$ 设 %：-4 -是概率空间（-，"（-），$）上的保测变换，则下列条件等价：
（,）%是族 !.遍历,

（%）对任意 6，:# 7%（$），对于任意递增非负整数序列｛/0｝# !!，!"#
!4$

,
! 1

!&,

0 * .
（;/0

% 6，:）*（ 6，,）（,，:）,

（4）对任意 6# 7%（$），对于任意递增非负整数序列｛/0｝# !!，!"#
!4$

,
! 1

!&,

0 * .
（;/0

% 6，6）*（ 6，,）（,，6）,

证明 1（%）!（,）1 对于任意 ’，(# "（-），令 6 * "’，: * "(，可证得，略,

（,）!（4）1 由（,）可得，对于任意 ’，(#"（-），!"#
!4$

,
! 1

!&,

0 * .
（;/0

% "’，"(）*（"’，,）（,，"(），因内积对两
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因子线性，因此（!）式对所有简单函数均成立!对于任意 "# #"（$），对于任意 ! % #，选取简单函数 &，使得
3" ’ &3" ( !，选取 )（!），使得当 *) )（!）时，有

$
* 1

*’$

+ , #
（- .+

/ &，&）’（&，$）（$，&） ( !!

因此当 *) )（!）时，
$
* 1

*’$

+ , #
（- .+

/ "，"）’（ "，$）（$，"）’ $
* 1

*’$

+ , #
（- .+

/ "，"）’ $
* 1

*’$

+ , #
（-.+

/ &，"） 0

$
* 1

*’$

+ , #
（-.+

/ &，"）’
$
* 1

*’$

+ , #
（- .+

/ &，&） 0 $
* 1

*’$

+ , #
（-.+

/ &，&）’（&，$）（$，&） 0

1（&，$）（$，&）’（ "，$）（$，&）1 0 1（ "，$）（$，&）’（ "，$）（$，"）1

’ $
* 1

*’$

+ , #
（- .+

/（ " ’ &），"） 0 $
* 1

*’$

+ , #
（- .+

/ &，（ " ’ &）） 0 ! 01（$，&）1 1（& ’ "，$）1 0 1（ "，$）1 1（$，

& ’ "）1’3" ’ &3"·3"3" 0 3" ’ &3"·3&3" 0 ! 0 3&3"·3" ’ &3" 0 3"3"·3& ’ "3"

’ !3"3" 0 !（3"3" 0 !）0 ! 0（3"3" 0 !）! 0 !3"3" !所以%&’*4(

$
* 1

*’$

+ , #
（-.+

/ "，"）,（ "，$）（$，"）!

（!）!（"）) 设 "# #"（$），令 !" , ｛2# #"（$）1 %&’
*4(

$
* 1

*’$

+ , #
（-.+

/ "，2）,（ "，$）（$，2）｝!只要证 !" ,

#"（$），令"" 是 #"（$）中包含 "和常函数且满足 -/"" ."" 的最小闭子空间，由（!）知 "# !" 且 !" 包

含常函数，-/!" . !"，从而 !" (""，对任意 2#""
6，则（- .+

/ "，2）, #，（$，2）, # ，因此 !" (""
6 !因

为"" 7""
6 , #"（$），所以 !" , #"（$）!

!) ! *强混合、! *弱混合和! *+,-./0一致混合

引理!! "［$］) 设 /：34 3是概率空间（3，#（3），$）上的保测变换，则 /是强混合的-对任意 .)"，
/（.）也是强混合的!
定理 !! "# 设 /：34 3是概率空间（3，#（3），$）上的保测变换，则：
（$）/是强混合-/是 "#4弱混合-/是 "#4遍历!
（"）/是弱混合-/是 $ 0 4弱混合!
（!）/是强混合-/是 $ 0 4强混合-/是 #4强混合!
证明 )（$）由定理 "! " 和引理 !! $ 易证!
（"）由定理 "! ! 即可证得!
（!）由定义即可证得!
引理 !! "［1］) 如｛5.｝是有界实数序列，则以下条件等价：

（$）%&’
.4(

$
. 1

.’$

+ , #
1 5+ 1 , #!

（"）存在 60 的密度为 # 的子集 7，使得 %&’
78.4(

5. , #!

（!）%&’
.4(

$
. 1

.’$

+ , #
1 5+ 1

" , #!

定理 !! $# 若 /：34 3是概率空间（3，#（3），$）上的保测变换，则下列条件等价：
（$）对任意 8，9# #（3），对于任意递增非负整数序列｛.+｝# "!，

%&’
*4(

$
* 1

*’$

+ , #
1 $（/’.+8+ 9）’ $（8）$（9）1 , #!

（"）对任意 8，9# #（3），对于任意递增非负整数序列｛.+｝# "!，存在 60 的密度为 # 的子集
7（8，9），使得 %&’

7（8，9）8+4(
$（/’.+8+ 9）, $（8）$（9）!

（!）对任意 8，9# #（3），对于任意递增非负整数序列｛.+｝# "!，

—2$—
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!"#
!4$

%
! 1

!"%

# $ &
% &（’"(#)+ *）" &（)）&（*）% ’ $ &+

证明 ( 令 ,# $ &（’"(#)+ *）" &（)）&（*），由引理 )+ ’ 即证+
引理!+ !( 设 ’：-4 -是概率空间（-，!（-），&）上的保测变换，!是生成!（-）的半代数，则以下条

件等价：

（%）’是 ".遍历-对于任意递增非负整数序列｛(#｝# ""，对任意 )，*# !，

!"#
!4$

%
! 1

!"%

# $ &
&（’"(#)+ *）$ &（)）&（*）+

（’）’是 ".强混合-对于任意递增非负整数序列｛(#｝# ""，对任意 )，*# !，
!"#
#4$

&（’"(#)+ *）$ &（)）&（*）+

证明 ( 参照［*，定理 %+ %+］的证明即可证得+
定理 !+ !" 设 ’：-4 -是概率空间（-，!（-），&）上的保测变换，则以下条件等价：
（%）’是 ".弱混合的+
（’）对于任意递增非负整数序列｛(#｝# ""，对任意 )，*# !（-），

!"#
!4$

%
! 1

!"%

# $ &
% &（’"(#)+ *）" &（)）&（*）% $ &+

（)）对任意 )，*# !（-），对于任意递增非负整数序列｛(#｝# ""，存在 /0 的密度为 & 的子集
1（)，*），使得 !"#

1（)，*）8#4$
&（’"(#)+ *）$ &（)）&（*）+

证明 (（%）!（’）因为 ’是 ".弱混合的，所以对任意 )，*，2，3#!（-），对于任意递增非负整数序

列｛(#｝# ""，!"#
!4$

%
! 1

!"%

# $ &
（& 4 &）（（’ 4 ’）"(#（) 4 2）+（* 4 3））$（& 4 &）（) 4 2）（& 4 &）（* 4 3）

$ &（)）&（*）&（2）&（3）+从而 %
! 1

!"%

# $ &
&（’"(#)+ *）$ %

! 1
!"%

# $ &
（& 4 &）（（’ 4 ’）"(#（) 4 -）+（* 4 -））

4（& 4 &）（) 4 -）（& 4 &）（* 4 -）$ &（)）&（*）+
%
! 1

!"%

# $ &
（&（’"(#)+ *））’ $ %

! 1
!"%

# $ &
（& 4 &）（（’ 4 ’）"(#（) 4 )）+（* 4 *））4（& 4 &）（) 4 )）（&

4 &）（* 4 *）$ &（)）’ &（*）’ +
%
! 1

!"%

# $ &
% &（’"(#)+ *）" &（)）&（*）% ’ $ %

! 1
!"%

# $ &
｛&（’"(#) + *）’ " ’&（’"(#) + *）&（)）&（*）0

&（)）’ &（*）’｝4 ’&（)）’ &（*）’ " ’&（)）’ &（*）’ $ &+因此由定理 )+ ’ 可得（’）式成立+
（’）!（)）由定理 )+ ’ 即证+
（)）!（%）由定理 )+ ’ 和引理 )+ ) 可证得，略+
引理!+ #( 设 ’：-4 -是概率空间（-，!（-），&）上的保测变换，!是生成!（-）的半代数，则以下条

件等价：

（%）’是 ".弱混合的+
（’）对于任意递增非负整数序列｛(#｝# ""，对于任意 )，*# !，

!"#
!4$

%
! 1

!"%

# $ &
% &（’"(#)+ *）" &（)）&（*）% $ &+

（)）对于任意 )，*# !，对于任意递增非负整数序列｛(#｝# ""，存在 /0 的密度为 &的子集 1（)，*），
使得 !"#

1（)，*）8#4$
&（’"(#)+ *）$ &（)）&（*）+

证明 ( 由定理 )+ ) 并参照［*，定理 %+ %+］的证明即可证得+
定理 !+ #" 设 ’：-4 -是概率空间（-，!（-），&）上的保测变换，则 ’是 ".弱混合的-对任意 ()

’，’（(）是 ".弱混合的+
证明 ( 9参照定理 ’+ * 的证明并由定理 )+ ) 即可证得+
!由定理 )+ ) 和引理 )+ * 即可证得+
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定理 !! "# 设 "：#4 #是概率空间（#，!（#），$）上的保测变换!
（ !）下列条件等价：
（"）"是族 "%弱混合的!

（#）对0 &，’# (#（$），任意递增非负整数序列｛)*｝# !"，$!%
+4&

"
+ 1

+,"

* - ’
.（/)*

" &，’）,（&，"）（"，’）. - ’!

（(）对0 &# (#（$），任意递增非负整数序列｛)*｝# !"，$!%
+4&

"
+ 1

+,"

* - ’
.（/)*

" &，&）,（&，"）（"，&）. - ’!

（)）对0 &# (#（$），任意递增非负整数序列｛)*｝# !"，$!%
+4&

"
+ 1

+,"

* - ’
.（/)*

" &，&）,（ &，"）（"，&）. # - ’!

（ !!）下列条件等价：
（"）"是族 "%强混合的!
（#）对于任意 &，’# (#（$），对于任意递增非负整数序列｛)*｝# !" ，$!%

*4&
（/)*

" &，’）-（ &，"）（"，’）!

（(）对于任意 &# (#（$），对于任意递增非负整数序列｛)*｝# !" ，$!%
*4&
（/)*

" &，&）-（ &，"）（"，&）!

证明 *（ !）参照定理 #! + 的证明并由定理 (! ( 即可证得!
（ !!）参照定理 #! + 的证明即可证得!

引理 !! "［)］* 如｛0)｝是实数序列，则$!%)4&
0) - ’! $!%

)4&

"
) 1

),"

* - ’
. 0* . - ’! $!%

)4&

"
) 1

),"

* - ’
0* - ’!

定理 !! $# 设 "：#4 #是概率空间（#，!（#），$）上的保测变换，则 "是族 "%强混合!"是族 "%弱
混合!"是族 "%遍历!
证明 * 由定理 (! ( 和引理 (! , 即可证得!

引理 !! $［+］* 设｛1*，2；*，2) "｝是一个有界序列，并且 $!%
. * ,2.4&

1*，2 - ’!则$!%
)4&

"
)# 1

)

*，2 - "
1*，2 - ’!

定理 !! %# 设 "：#4 #是概率空间（#，!（#），$）上的保测变换，"为一族，则 "是族 "%一致混合!"
是族 "%-./012一致混合!
证明 * 对任意的递增非负整数序列｛)*｝# !"，对任意 3，4# !（#），令 1*，2 - $（",)*3+ ",)24）,

$（3）$（4），由引理 (! + 即可证得!
定理 !! &# "是族 "%-./012一致混合-对任意 " ’ 5 6 &，对任意 &# (5（#，!，$），对于任意严格

递增非负整数序列｛)*｝# !"，$!%
+4&5 "

+ 1
+,"

* - ’
&（")*7）, 5 &3$

5
3$ - ’!即按 (5中范数，$!%

+4&

"
+ 1

+,"

* - ’
&（")*7）-

5&3$，（族 "%平均遍历定理）!
证明 * !仿［+］引理 # , 引理 ) 即可证得!

9任取｛)*｝# !"，令 &+（7）- "
+ 1

+,"

* - ’
"3（")*7），’+（7）- "

+ 1
+,"

2 - ’
"3（")27），因为在 (" 中 &+（7）45"33$

- $（3），’+（7）4 $（4），从而 &+（7）·’+（7）4 $（3）·$（4），因为

"
+# 1

+,"

*，2 - ’
$（",)*3+ ",)24）, $（3）$（4） - 5&+（7）·’+（7）3$ , $（3）$（4） -

5（ &+（7）·’+（7）, $（3）$（4））3$ ’ 5 . &+（7）·’+（7）, $（3）$（4）. 3$ - 3&+（7）·’+（7）,

$（3）$（4）3"，所以
"
+# 1

+,"

*，2 - ’
$（",)*3+ ",)24）4 $（3）$（4）（ *，24& 时），从而 "是 "%-./012一致混合!

推论 !! ’# 若 "是族 "%#%混合的，则族 "%平均遍历定理成立!
证明 * 由 "是族 "%#%混合!"是族 "%一致混合，及定理 (! 4 和定理 (! 5 可证得!
推论 !! (# 若 "是 "%-./012一致混合的，则 "是 "%遍历的!
证明 * 由定理 (! 5 和定理 #! , 即得!
—5"—

南京师大学报（自然科学版）* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 第 #6 卷第 ( 期（#’’+ 年）
&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&

  万方数据



!" 连续变换的不变测度的 !!遍历和 !!混合
引理 !" "# 设 !# #（$，%），则：
（#）!是 !!遍历-对任意 &# ’（$），对任意 ( # )#（!），对于任意递增非负整数序列｛*+｝# "!，

#
, 1

,-#

+ . $
5&（%*+/）(（/）%!（/）4 5&%!5(%!"
（&）!是 !!强混合-对任意 &# ’（$），对任意 (# )#（!），对于任意递增非负整数序列｛*+｝# "!，

5 &（%*+/）(（/）%!（/）4 5 &%!5(%!"
（’）! 是 !!弱混合-存在自然数的密度为 $的子集 0，使得0&# ’（$），0(# )#（!），对于任意递增

非负整数序列｛*+｝# "!，()*
08+4+5 &（%*+/）(（/）%!（/）4 5 &%!5 (%!"

证明 " 由定理 &" , 和定理 ’" -，参照［!，引理 ," ##］即可证得"
定理 !" "# 设 %是紧致度量空间 $上的连续变换，设 !# #（$，%），则：
（#）!是 !!遍历-对于任意递增非负整数序列｛*+｝# "!，当 1# #（$），且 1: !时，有

#
, 1

,-#

+ . $

;%*+14 !"

（&）!是 !!强混合-对于任意递增非负整数序列｛*+｝# "!，当 1# #（$），且 1: !时，有
;%*+14 !"
（’）!是 !!弱混合-对于任意递增非负整数序列｛*+｝# "!，存在自然数的密度为 $的子集 0，使得
当 1# #（$），且 1: !时，有 ()*

08+4+
;%*+14 !"

证明 " 参照［!，定理 ," #&］即可证得"
定理 !" $# 若 %是紧致度量空间 $上的连续变换，!##（$，%），对于任意递增非负整数序列｛*+｝#

"! ，#, 1
,-#

+ . $
#%*+/ 4 ! ./ 0，则 !是 !!遍历"

证明 " 若 #
, 1

,-#

+ . $
#%*+/4 ! ./ 0，则存在 2#"（$），!（2）. #，使得0/# 2，有 #

, 1
,-#

+ . $
#%*+/4 !" 因此，

对任意 /# 2，对任意 &# ’（$），#, 1
,-#

+ . $
&（%*+/）4 5 &%!"若 /# 2，&# ’（$），(# )#（!），则由控制收敛定

理可得
#
, 1

,-#

+ . $
&（%*+/）(（/）4 (（/）5 &%!"因此由引理 !" # 可得 !是 !!遍历"

定理 !" ’" 设 %是紧致度量空间 $上的连续变换，!##（$，%），若 !是 !!123.45一致混合的，则对任

意 /# $，对于任意递增非负整数序列｛*+｝# "! ，#, 1
,-#

+ . $
#%*+/ 4 !"

证明 " 由定理 ’" 6 即得"
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