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[摘要] 利用插点方法就^一连通图G的独立集、本质独立集及G的部分平方图的独立集的邻域交，研究图

的几乎哈密尔顿性，得到了关于图的几乎哈密尔顿的三个新的充分条件．

[关键词] 插点，本质集，部分平方图，几乎哈密尔顿

[中图分类号]0157．5 [文献标识码]A [文章编号]10014616(2006)04m008J晰

New Sumcient Conditions on Almost-Hamilton of Graphs

Xu Xinpin91，Xu Min2，Zhou Xinghe3

(1．Department of Mathematics，Jiangsu Institute of Education，Nanjing 210013，China)

(2．Academy of Matllematics and system sciences，Chinese Academy of Sciences，Be钉ing lO0080，China)

(3．School of Matllematics and computer Science，Nanjing Nornlal university，Nanjing 210097，china)

Abstract：In this paper，we use the technique of the vertex insertion，considering the neighborhood inter—

sections of the essemial independem sets and the independent set of the partially square gmphs on七一con-

nected graphs G，to study almost Ha，11ilton of graphs，and obtained three new su】畸cient condjtions．
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O 引言

图论的基本概念和记号可参考[1]，本文涉及的图都是有限无向简单图．在本节中，将介绍文中将要

频繁使用的一些定义和符号．

总设G是一个图，而凡=I y(G)I称为图G的阶．

图G中的圈c称为极大圈，如果G中不存在圈C’，使得y(C’)3 y(C)．称G为哈密尔顿图，如果G

中有哈密尔顿圈；图G的圈c称为控制圈(或简称D一圈)，如果y(G)＼矿(c)是一个独立集或空集．称G

为几乎哈密尔顿的，如果G中的每个最长圈是控制圈．

称s为G的一个独立集，如果s是y(G)的一个子集，且s中任意两个顶点在G中均不相邻．图G的独

立集Z称为本质的(或简称本质集)，如果存在{z。，彳：}∈z，使得dist(z。，z：)=2，这里dist(秽，z)总表示秽

与z间的距离．

设￡>1是整数，令

，。(G)={z：z是G的独立集，I z l=￡}，t叫(G)={z：z是G的本质集，I z I=￡}．

设{菇。，戈：}∈y(G)，记Ⅳ[z，]=Ⅳ(戈。)u{戈。}，令

．，(石。，z：)={M：“∈Ⅳ(x。)nⅣ(戈：)，Ⅳ(u)∈Ⅳ[戈。]uⅣ[戈：]}．

图G的部分平方图G+是满足下列条件的图‘川：矿(G+)=y(G)，E(G+)=E(G)
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E(G)，且．，(戈。，菇：)≠∥}．

设G是连通图，z∈y(G)，总令Ⅳ(z)=UⅣ(三)．并且，对于非负整数_『，令

Ⅳi(z)={秽：移E y(G)，dist(移，z)=J}；

n(z)=I{秽：秽∈y(G)，dist(口，z)≤2}l=IⅣ0(z)uⅣ。(z)uⅣ2(z)I，

这里dist(秽，z)=min{dist(秽，z)：彳∈z}．

另外为了方便起见，在不引起混淆的情形下，有时用图的子图的相同记号来表示其顶点集．

如果】，={％，y。，)，2，⋯，y^}∈厶+。(G)，】，’={y。，扎，⋯，)，^}∈厶(G)，O<6≤庀，取一={yi，y㈠，⋯，

yH¨)}∈y’，其中i∈{1，2，⋯，后}()，i的下标取模||})．对于l，∈厶+。(G)，u∈y(G)，再令

盯6(u，y)=∑lⅣ(y：)n∥I+6 IⅣ(‰)n u I，

盯。(】，)=盯6(y(G)，y)=∑IⅣ(‘)l+6 IⅣ(‰)1．

盯：(u，】，) = 童IⅣ(K) n u I+6 IⅣ(％) n u l+min{忌，型学}l (if曼Ⅳ(yi)) n u I；
盯：(y)：壹lⅣ(一)I+6 IⅣ(y。)I+min{矗，型掣}I；叁Ⅳ(yi)I．

本文利用插点方法，得到了关于图的几乎哈密尔顿性的几个新的充分条件．

定理1 设G是n阶后一连通图(忌≥2)，6是整数，0<6≤后，若对于每个l，∈^+，(G)有

州l，)=塞⋯驯+6IⅣ(‰)I>min№半№(1，)一1+川。色附川)，
则G是几乎哈密尔顿的．

定理2 设G是凡阶彪一连通图(矗≥2)，6是整数，0<6≤后，若对于每个l，∈L+。(G+)，在G中有

盯。(y)=杰IⅣ(E)J+6 j』7、r(％)J>min{Jj}，掣}(n(y)一1+尼～i龟Ⅳ(yi)I)，
则G是几乎哈密尔顿的．

定理3 设G是n阶后一连通图(南≥2)，6是整数，o<6≤．j}，若对于每个y∈班j(G)有

盯。(y)：主IⅣ(E)I+6 IⅣ(y0)I>min{南，型掣}(n(y)一1+七一i叁Ⅳ(儿)I)，
则G是几乎哈密尔顿的．

显然定理2和定理3是对定理1的改进．

1 几个引理

设G是n阶连通的非哈密尔顿图，c是G的一个极大圈，口是G—y(C)的一个分支．设M∈C(秽，秽’)，

如果存在某个顶点彬∈c[口’，秽)，使得{叫，训+}∈Ⅳ(M)，则M称为c上关于日的c(秽，秽’)中的可插点(简

称n是可插点)．

设{口，秽’}∈Ⅳ。(日)，若存在戈，使得C(秽，戈)(∈C(秽，秽’))中的每个顶点都是可插点，而茄不是可插点，

则称石为C上关于日的C(口，秽’)中的第一个不可插点(简称c(秽，口’)中的第一个不可插点，或第一个不可

插点)．

下面我们给出插点引理：

引理1[2][31 设{秽，口’}∈Ⅳc(日)，若c(秽，u)(∈c(秽，秽，))中的所有顶点都是可插点，则

(1)存在一条(u，秽)路P，使得y(P)=y(C)；

(2)u岳Ⅳ。(日)，从而在c(秽，秽’)中存在第一个不可插点髫．

设％={秽。，口：，⋯，秽。}∈Ⅳ。(日)(m≥2)，zi为c上关于日的c(秽i，移Ⅲ)中的第一个不可插点，称xc

={菇。，z：，⋯，戈。}是％关于日的第一个不可插点集合．

引理2‘21‘31 对于任意{i，J}∈{1，2，⋯，m}，如果yi∈c(秽i，戈i]，y，∈c(t)f，戈『]，则
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(1)不存在(yi，y，)一路Q，使得Q上所有内点不在y(c)上；

(2)不存在叫∈C(，，；，秽i)，使得{)，∥，yi硼+}∈E(G)．

弓I理3‘2][31 (1)若u∈J7、0(日)，贝0 M+圣Ⅳ2(日)；

(2)女口果u∈Ⅳ(石i)n C[口i+。，秽；)，贝0 n+隹Ⅳ(z；)．

引理4‘2¨3
3
如果u∈Ⅳ。(日)＼h}，其中i∈{1，2，⋯，圳，则对于任意y∈c(秽i，茗i]有u+y圣E(G)．

任取搿o∈y(日)，记x={戈o，石，，戈2，⋯，搿。}．设y={％，y，，)，：，⋯，y。}，其中)，i∈c(％，菇i](i∈{1，

2，⋯，m})，％=‰，．，，=U．c[yi，移⋯]，K，=y(G)＼．，y，有

引理5旧儿纠 y∈，m+。(G)，K，g So(y)u|s。(y)，Ky nⅣ0(y)={)，o}．

对于y，设c[z，，彳：)∈c[)，。，秽。+。](￡∈{l，2，⋯，m})，如果(1)c(彳。，z：)n&(’，)=∥；(2)z。∈

Ⅳ2(1，)u J，，乃∈品(】，)u{秽0，j，则ch，z：)称为cy一区间．cy一区间c[z，，乞)称为简单的，若c(z，，

彳：)∈S。(1，)．

引理6[2][33 设c[z。，彳：)(∈c[菇；，秽⋯]，对某个￡∈{1，2，⋯，m})是cl，一区间，则设M=Ⅳ(戈i)n

c(z，，彳：)(i∈{0，1，⋯，m})，则鸠，％扪⋯，M。，M。，峨小⋯，肘Ⅲ，眠(其中可能有的是空集)在c(z。，
彳：)中构成相继的子路，它们仅可能在端点公共．并且I眠I≤1，进一步当)，i=茁i且i∈{l，2，⋯，m}＼⋯，

有l尬I≤1；

圈c称为关于x满足D一条件，如果对于任意z一∈Js川(x)＼{口，，秽：，⋯，％}有{z，z+}∈|s。(x)，或

{z，二“}∈Js。(x)且z+∈s。(x)．

引理7∞。 假设I y(日)f>1，存在g∈{I，2，⋯，m}，使得C(移州，秽。]nⅣ(戈o)={秽，}，{口1，口2，⋯，

口。}＼{移。}∈J7＼r(日一戈。)，并且对在y(c)中满足z一∈Js州(x)＼{口。，t)：，⋯，印。}的z，在G中不存在圈c’，使

得y(c’)三y(c)＼㈦，且I y(c’)l>I y(c)l，则c对x满足D一条件．

引理8"。 Z∈L+1(G+)．

2定理的证明

2．1 定理1、2的证明

证明 用反证法．假设G不是几乎哈密尔顿的．设c是G中的最长圈，则存在日是G—y(c)的分支，

且l y(日)I>1．由于G是后一连通，存在戈o∈y(日)有Ⅳ(戈o)n y(C)≠∥，且lⅣc(日一戈o)I≥J|}一1．

可选取形=h，吃，⋯，‰}，使得形＼h}∈Ⅳc(日一菇。)，且c(‰小‰]nⅣ(戈。)={秽。}，其中秽，，秽：，⋯，％
依次排列在c上．在G中将c关于日插点，可得％={秽。，移：，⋯，吼}关于分支日的第一个不可插点集合x。

={菇。，戈：，⋯，戈。}．令x=x。u{戈。}，由引理8可知x∈厶+。(G+)．另外由上述的选取及引理7知，圈c关

于X满足D一条件．

下面将证明一系列断言，最后得到矛盾．以下设6+：min{尼，堑掣}．
断言1 (1)如果伽∈S，(x)nⅣ(z。)(g∈{1，2，⋯，尼})，则盯。({∞}，x)=6=6—1+I{g}1．

(2)如果埘∈．s如(x)n C[戈。，t)川]nⅣ(石。。)nⅣ(戈。：)⋯n J7、r(戈。抽)(如≥2)，其中

(f≥)91>92>⋯>gi，o(>0)(乃≥)gi，o+l>⋯>q哂，

则

盯。(㈨x)≤fmin㈨一1+l{gl'q·一1，91—2，⋯州1} 如果加隹Ⅳ(‰)；
【min{后+6，26一l+I{91，gl一1，91—2，⋯，g讯一l}l} 女口果彬∈Ⅳ(菇o)，

其中q，，q，一1，q。一2，⋯，将取模||}并且不为0．

由条件及盯。({埘}，x)的定义，易见断言成立．

断言2 (1)盯。(巧，x)≤6+(I峰I一1一I．U(Ⅳf(x)n如)I)；

(2)设c[z。，石：)∈c[菇。，吼+。]是似一区间，则
盯6(C[zl，z2)，x)≤6+I C[zl，彳2)|；
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且当C[z。，彳：)是简单伽一区间时，
盯6(c[zl，z2)，x)≤6+(1 c[彳1，彳2)I一1)．

证明 注意到6+=min{五，垫掣)≥6．
(1)由引理5，巧∈s。(x)u s，(x)，且巧nⅣo(x)={‰}，从而由断言1(1)，我们有

吼(峰，x)=6(I如l—I磁nⅣo(x)I一，竖(川(x)n如)1)

≤6(I巧I—l一，U(Ⅳl(x)n磁)I)

≤6+(1％I一1～，U(Ⅳf(x)n砭)I)，

则(1)成立．

(2)由引理6，我们令c(彳。，z：+)=Ⅳ(并。)n c[彳。，彳：)，则c(z。，：’，)∈Js，(x)．令形’=c(z。，彳’。)，
I形’I =^7；形=c[z1’，z2)，I形I=危．^l=I形n|s1(x)I，^2=^一^1，I c[彳l，z2)I=^’+^+1=

^7+^l+危2+1．不妨设形＼Js，(x)={埘1，埘2，⋯，训^：}(训1，加2，⋯，埘^：依次出现在C上)，且哆∈Js‘(x)．

从而存在艽。∥菇。妒，⋯一。妒(‘≥2)，使哆∈；nlⅣ@。fJ))·由引理6，有

(￡≥)g}1’>gi”>⋯>gi”>g：2’>q{2’>⋯>∥>⋯
>g∥>g∥>⋯>g∥(>o，|j}≥)g蹁>⋯>g∥>⋯>g≯>g∥>⋯>g安’；

因I C(彳l，z2)nⅣ(戈o)l≤1，若I C(z1，z2)nⅣ(石o)I=1，则z2一EⅣ(菇o)．

注意到c[z。，z：)是简单似一区间当且仅当^：=0．从而如果C[z。，龟)是简单似一区间，则由断言
1(1)，盯6(c[z1，彳2)，x)=6(^’+危1)=6 C(z1，z2)l≤6+I c(z1，z2)l≤6+(I c[zl，石2)I—1)．

下面我们假设C[z。，彳：)不是简单似一区间，则^：≠0．

如果堑_二去生≥尼，则由断言1不难看出，

盯6(C[彳l，彳2)，X)≤南危2+6(^l+^’)+6≤蠡(^2+^l+^’+1)=忌l C[z1，z2)I．

如果垫掣<后，由断言1知，
矿6(c[彳。，吮)，X)≤(尼：(6—1)+6+矗)+6(^7+^-)=6(^’+矗一)+(^z+1)(6—1+老_告)

≤兰鱼掣(^+危，+1)≤兰垒掣I c[z。，彳：)I，
从而(2)成立．

断言3 如果圈c关于x满足D一条件，则盯：(x)≤6+(凡(x)一1+七)．

证明 考虑到x={戈。，戈1，．一，菇。}，以=U．c[戈。，秽川]．对f∈{1，2，⋯，．|}}，将

c[戈。，q+。]＼，U(Ⅳf(x)n G[戈。，计。+。])

分成s。个锻一区间：

c[z∽z∽，c[z∽捌)，⋯，c[z∽z墨)．

由引理6知，如果c[和，岔)n(iQⅣ(麓))≠∥，则c[和，劲)n(iQⅣ(名i))2领·由D一条件的定义，

c[z『1，z『2)的下一个似一区间必定是简单的．假设在c[戈。，％+，]中有z个锻一区间与n1Ⅳ(髫i)的交是非
空的，则在c[z。，％+。]中至少有z一1个简单锻一区间，从而由断言2(2)有：

st I

盯：(c[菇。，秽Ⅲ]，x)=∑盯a(c[爵”，密’)，x)+6+I(iQⅣ(石i))n c[菇。，秽川]I
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注意到厶=U．c[戈。．钞Ⅲ]，则
＆

盯。1(以，x)=∑矿。1(c[戈。，％+。]，x)

≤∑6+(I c[戈。，秽川]I～，岜(Ⅳf(x)n c[石。，t)州])I+1)

=6+(1厶I～，U(Ⅳf(X)n厶)I+|j})．

再注意到峰∈．s，(x)u s。(x)，从而盯。1(妊，x)=盯6(磁，x)，且y(G)=‘，，u磁，由断言2(1)，

我们有

盯61(x)=矿61(厶，X)+盯61(磁，x)

≤6+(I以J～。曼(Ⅳf(x)n厶)J+乃)+6+(I B I一1～。键(％(x)n曩)I)
=6+(1 y(G)＼．U％(X)I一1+后)

=6+(n(X)一1+忌)．

由断言3知盯：(x)≤6+(n(x)一1+后)，与题设矛盾．

从而，定理l、2成立．

2．2 定理3的证明

证明 按照定理l、2证明中选取的x，如果x E砖：j(G)，则令l，=x，记y={‰，yl，．一，儿}，其中

竹=戈i，i∈{0，1，2，⋯||}}；否则，取y=x＼{x^，菇o}u{口^+，yo}，其中‰∈％(‰)．记y={％，)，1，．一，y^}，

其中yi=戈i，i∈{1，2，⋯，七一1}，)，^=‰+，yo∈％(秽k)．由y的选取知y∈，：2(G)．
若】，=z，则由定理1、2可知定理3同样成立．以下不妨假设y≠盖

下面将给出一系列断言，最后得到矛盾．同样令6+：min{七，堑二去韭}．

根据定理1、2证明中断言的证明，同样可得下面的结论：

断言1 (1)如果伽∈s，(y)nⅣ(y。)(g∈{1，2，⋯，七})，则盯。({幻}，y)=6=6—1+l{g}1．

(2)如果加∈|si0(y)n c[儿，秽f+1]nⅣ()，。。)nⅣ()，。：)⋯nⅣ(y。讯)(如≥2)，其中

(￡≥)gI>q2>⋯>‰(>0)(后≥){‰+1>⋯>‰}，
则

盯。(⋯，y)≤』min㈨一1+‰，91—1，gt一2，⋯，g如⋯ 如果伽岳Ⅳ(％)；
【min{庇+6，26—1+I{gl，91～1，g J一2，⋯，g小一l}I} 虫Ⅱ果叫∈Ⅳ(儿)，

其中q。，g。一1，g。一2，⋯，将取模矗，并且不为O．

断言2 (1)盯6(K，，y)≤6+(I K，I一1一I，U(Ⅳf(】，)n K，)1)；

(2)设G[z。，z：)∈c[y。，口川]是Cl，一区间，则

盯6(c[zl，二2)，y)≤6+I c[zl，z2)I；

且当c[彳。，彳：)是简单cl，一区间，

盯6(c[zl，z2)，y)≤6 4(I C[z1，z2)I一1)．

证明 (1)由引理5，q∈Js。(1，)u S，(y)，且q nⅣ0(，，)={)，。}．从而由断言1(1)，我们有

盯6(Kr，y)=6(I Kr I—I Ky nⅣ0(y)I—l 2基M(y)n Ky I)

≤6(I Ky I一1一I，U(—Ⅳf(1，)n Ky)I)

≤6+(I Ky I一1一l，U(Ⅳf(y)n Ky)I)，

则(1)成立．

(2)由引理6，我们令c(彳。，zi+)=Ⅳ(y。)n c[彳。，z：)，则c(z，，z 7，)∈s。(1，)．令形7=c(z。，彳7，)，
J形’J=九’；形=c[z7I，乞)，J形l=^．矗1=J形n sI(x)I，^2=厶一矗I，c[彳I，乞)=矗’+矗+1=^7+

^。+九：+1．不妨设形＼S1(x)={训。，训：，⋯，加^：}(伽1，加2，⋯，训^2依次出现在c上)，且埘J∈sii(x)．从而存
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徐新萍，等：图的几乎哈密尔顿的新的充分条件

在y。l加y，{儿⋯，y。妒，(t≥2)，使叶∈。AⅣ(y。f力)．由】，的选取及引理6可知存在唯一，’∈{1，2，⋯，危2—
1}，且有

(￡≥)g：1’>gil’>⋯>甜’>g：2’>qi2’>⋯>q乎’>⋯

>q">g∥>⋯>q∥≥gy’>g∥’⋯>g乳”>
⋯>q；^2)>q∥>⋯>g尝’；

并且对于gg7’≥∥“’，当且仅当gg’’=∥“’=后时等号成立．因l c(彳。，彳：)nⅣ(％)l≤1，若I c(z。，z：)

nⅣ(％)l=1，贝0埘旷∈Ⅳ(％)．

注意到C[z。，龟)是简单cl，一区间当且仅当^：=0．从而如果c[z，，彳：)是简单cy一区间，则由断言

1(1)，

盯6(c[z1，z2)，l，)=6(^7+^1)=6 C(z1，三2)I≤6+I C(z1，z2)I≤6+(I C[z1，z2)I一1)．

下面我们假设c[z，，z：)不是简单cy一区间，则h：≠O．

设Ⅳ(y。)n形={H。，M：，⋯，u^，}．当I{“t，Mz，⋯，un，}n sij(x)l≤1(0≥2)时，则参照情形l，=

x，可得结论成立．不妨设l{u，，u：，⋯，“b}n Jsi，(x)I≥2(if≥2)，则^2≥2，且由引理6可知{“：，Ⅱ3，⋯，

M¨。}∈s1(y)nⅣ(y＆)．

如果丝-二去盟≥南，则由断言1不难看出，
盯6(c[彳1，z2)，y)≤后危2+6(^l+^’)+6≤后l c[z1，彳2)1．

如果垫二三韭<后，由断言1知，

盯6(C[彳1，彳2)，y)≤(^2(6—1)+6+后+1)+6(危7+^1)

=m’岫)+(^：+1)(6—1+措)
≤6(^，+^。)+三鱼掣(矗：+1)
≤堡±当卫l chz：)l，

从而(2)成立．

断言3 盯。1(1，)≤6+(n(1，)一1+五)．

证明 当】，≠X时，显然n^Ⅳ()，i)=∥，亦即盯。1(y)=cr6(1，)．从而由断言2及定理1、2证明中断

言3的证明知，结论同样成立．

由断言3知盯：(y)≤6+(n(y)一1+南)，与题设矛盾．

从而，定理3成立．
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