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[摘要 ]  为探讨非埃尔米特线性方程组的迭代算法, 考虑非埃尔米特线性方程组的外推迭代法,讨论其收敛

性,得到了两类外推算法的收敛性结果,该结果表明,在一定的参数范围内,外推算法是收敛的. 并通过数值算

例验证了理论结果的正确性.
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Abstract: To exp lo re the iterative a lgor ithm, ex trap loa ted m ethod for so lv ing non-H erm itian linea r systems

is considered, and its convergence is discussed. The convergence results for tw o classes o f ex trapo lated

algor ithm is obta ined, w hich show that in the g iven areas o f the param eters the m ethods are converg ent.

The num er ica l resu lts also illustrate the convergent theory.
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0 引言

考虑 n阶线性方程组

Ax = b, ( 1)

其中系数矩阵 A I C
n@n
是非奇异矩阵, 右端常量和未知向量 b, x I C

n
. 为了用迭代方法解线性方程组

( 1),将系数矩阵 A 分裂为

A = M - N,

其中M 是非奇异的. 则解线性方程组 (1)线性定常迭代法定义为
[ 1- 6]

:

x
k+ 1

= Tx
k
+ M

- 1
b,   k = 0, 1, 2, ,, ( 2)

并称 T = M
- 1
N为迭代矩阵.

对应于 ( 2)的外推迭代法定义为:

x
k+ 1

= TXx
k

+ XM
- 1
b,   k = 0, 1, 2, ,, ( 3)

其中

TX = ( 1 - X) I + XT

为迭代矩阵, X I C为外推参数. 显然, 若 X = 0则 T0 = I,且

)1)
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x
k+ 1

= x
k
,   k = 0, 1, 2, ,.

因此, 在本文的讨论中,我们假定 X X 0.

外推迭代法 ( 3)与方程组 ( 1)是完全相容的.外推法的作用是用来加速 ( 2)收敛,当 ( 2)不收敛时,一

定条件下可以通过外推法使迭代法收敛.

关于外推迭代法 ( 3)的收敛性,文 [ 7] 中给出了以下结论.

定理 1
[ 7]  外推迭代法 ( 3)收敛的充分必要条件是:

( 1) xj < 1, j = 1, ,, n, 且

0 < X < l im
j

2(1 - xj )

[ ( 1 - xj )
2
+ y

2
j ]

, ( 4)

或

( 2) xj > 1, j = 1, ,, n, 且

0 > X > max
j

2( 1 - xj )

[ (1 - xj )
2

+ yj

2
]
. ( 5)

这里 xj + iyj, j = 1, 2, 3, ,, n, 是 T的全体特征值.

令

H =
A + A

*

2
和 S =

A - A
*

2
( 6)

分别表示埃尔米特部分和反埃尔米特部分,则

A = H + S = ( AI + H ) - ( AI - S ) = (AI + S ) - (AI - H ). ( 7)

在下文的讨论中我们假设 H是正定的. 因此, 对任何正数 A, AI+ H和 AI + S是非奇异的.在分裂 ( 7)

的基础上, 可以定义两种类型的迭代法如下:

定义 1 假设 H正定矩阵, 参数 A I R,我们称

u
( k+ 1)

= (AI + H )
- 1

( AI - S )u
( k)

+ b1,  b1 = ( AI + H )
- 1
b, ( 8)

u
( k+ 1)

= (AI + S )
- 1

(AI - H )u
( k)

+ b2,  b2 = ( AI + S )
- 1
b ( 9)

分别为 Ñ 型和 Ò型迭代法,其迭代矩阵分别记为 TÑ 和 TÒ .

1 主要结论

为方便起见,记

CM = max
+ x+ 2= 1

| x
*
Hx |,  Cm = m in

+ x+ 2= 1
| x

*
Hx |,

TM = max
+ x+ 2= 1

| x
*
Sx |,  Tm = m in

+ x+ 2= 1
| x

*
Sx |.

关于 Ñ 型迭代法,有以下收敛定理.

定理 2 假定 H是正定的, 则当 X和 A满足:

( 1) 0 < X <

2 1 +
A
CM

1 +
TM
Cm

2 , A > 0;

( 2) 0 < X <

2 1 +
A
Cm

1+
TM
Cm

2, - Cm < A < 0;

( 3)

2 1 +
A
CM

1 +
TM
Cm

2 < X < 0, A< - CM

三者之一时, Ñ 型迭代法的外推迭代法
x

( k+ 1)
= [ ( 1 - X ) I + X (AI + H )

- 1
( AI - S ) ] x

( k)
+ Xb1, k = 0, 1, 2, , (10)

是收敛的.

)2)
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证明  设 KI C是迭代矩阵 ( AI +H )
- 1

( AI - S )的任一特征值, x I C
n
是其相应的满足 + x+ 2 =

1的特征向量. 根据特征值与特征向量的关系,等式

( AI + H )
- 1

(AI - S )x = Kx

成立, 即

(AI - S )x = K( AI + H )x.

从而得到

K=
A- x

*
Sx

A+ x
*
Hx

.

所以, K的实部和虚部分别为

R e( K) =
A

A+ x
*
Hx

,  Im (K) =
ix
*
Sx

A+ x
*
Hx

,

其中 i是虚数单位.则对情形 (1)和 ( 2), 易见, R e( K) =
A

A+ x
*
Hx

< 1且

m in
KI R(TÑ )

2( 1 - R e( K) )

(1 - Re( K) )
2
+ ( Im (K) )

2 \ m in
+ x+ 2= 1

2 1 -
A

A+ x
*
Hx

1 -
A

A+ x
*
Hx

2

+
( ix

*
Sx )

2

(A+ x
*
Hx)

2

= m in
+ x+ 2= 1

2(x
*
Hx )

2
+ 2Ax

*
Hx

(x
*
Hx )

2
+ ( ix

*
Sx )

2 = m in
+ x+ 2= 1

2 1 +
A

x
*
Hx

1 +
( ix

*
Sx )

2

(x
*
Hx )

2

\

2 1 +
A
CM

1 +
TM
Cm

2,情形 (1),

2 1 +
A
Cm

1 +
TM
Cm

2 ,情形 ( 2).

关于情形 (3),易见 Re( K) =
A

A+ x
*
Hx

> 1且

    m ax
KI R (TÑ )

2(1 - Re( K) )

( 1 - R e(K) )
2

+ ( Im ( K) )
2 [ m ax

+x+ 2= 1

2 1 -
A

A+ x
*
Hx

1 -
A

A+ x
*
Hx

2

+
( ix

*
Sx )

2

( A+ x
*
Hx )

2

= m ax
+x+ 2= 1

2(x
*
Hx )

2
+ 2Ax

*
Hx

(x
*
Hx )

2
+ ( ix

*
Sx )

2

= m ax
+x+ 2= 1

2 1 +
A

x
*
Hx

1 +
( ix

*
Sx)

2

(x
*
Hx )

2

[
2 1 +

A
CM

1 +
TM
Cm

2 .

根据定理 1, 得知结论成立.

关于 Ò型迭代法,有以下收敛定理.

定理 3 假定 H是正定的, 则当 X和 A满足:

( 1) 0 < X <

2 A
CM

+
T
2
m

C
2
M

1 +
T
2
m

C
2

M

, 0 < A< Cm,

)3)
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( 2) 0 < X <

2 A
CM

+
T
2
m

C
2
M

1 +
T
2

M

C
2
m

, Cm [ A [ CM ,

( 3) 0 < X <

2 A
CM

+
T
2

M

C
2
m

1 +
T
2
M

C
2
m

, CM < A

三者之一时, Ò型迭代法的外推法
x

( k+ 1)
= [ ( 1 - X) I + X (AI + S )

-1
(AI - H ) ] x

( k )
+ Xb2, k = 0, 1, 2, , (11)

是收敛的.

证明  设 KI C是迭代矩阵 (AI + S )
- 1

( AI - H )的任一特征值, x I C
n
是其满足 + x+ 2 = 1的特

征向量.因此,根据特征值和特征向量的关系, 等式

( AI + S )
- 1

( AI - H )x = Kx

成立, 即

(AI - H )x = K( AI + S )x,

从而有

K =
A- x

*
Hx

A+ x
*
Sx

.

则 K的实部和虚部分别为

Re( K) =
K+ K

*

2
=

1
2
A- x

*
Hx

A+ x
*
Sx

+
A- x

*
Hx

A- x
*
Sx

=
A( A- x

*
Hx )

A
2

- (x
*
Sx )

2,

Im ( K) =
K- K

*

2
=

1
2
A- x

*
Hx

A+ x
*
Sx

-
A- x

*
Hx

A- x
*
Sx

=
- (x

*
Sx ) ( A- x

*
Hx )

A
2
- (x

*
Sx)

2 ,

由上式,对情形 ( 1) (2)和 ( 3),可得

Re( K) =
A( A- x

*
Hx )

A
2

- (x
*
Sx)

2 < 1,

  m in
KI R (TÒ )

2(1 - Re( K) )

( 1 - R e(K) )
2

+ ( Im ( K) )
2 \ m in

+x+
2
= 1

2 1 -
A(A- x

*
Hx)

A
2
- (x

*
Sx )

2

1 -
A( A- x

*
Hx )

A
2

- (x
*
Sx )

2

2

-
(x

*
Sx )

2
( A- x

*
Hx )

2

[A
2
- (x

*
Sx)

2
]
2

= m in
+x+ 2= 1

2[ - (x
*
Sx )

2
+ Ax

*
Hx] [A

2
- (x

*
Sx )

2
]

[ - (x
*
Sx )

2
+ Ax

*
Hx ]

2
- (x

*
Sx )

2
(A- x

*
Hx)

2

= m in
+ x+ 2= 1

2[Ax
*
Hx - (x

*
Sx )

2
]

(x
*
Hx )

2
- (x

*
Sx )

2 = m in
+ x+ 2= 1

2 A
x
*
Hx

-
(x

*
Sx )

2

(x
*
Hx )

2

1 -
(x

*
Sx )

2

(x
*
Hx)

2

= 2 + m in
+x+

2
= 1

2
A

x
*
Hx

- 1

1 +
( ix

*
Sx)

2

(x
*
Hx )

2

.

对情形 ( 2)用倒数第二个表达式, 对情形 (1)、( 3),用最后一个表达式取下界,再根据定理 1易得结论成

立.

2 数值例子

考虑定义在立方区域 8 = [ 0, 1] @ [ 0, 1] @ [ 0, 1] ,具有常系数 q且满足狄立克莱边界条件的三维对

流扩散方程
[ 8]

- ( uxx + uyy + u zz ) + q( ux + uy + uz ) = f ( x, y, z ).

)4)
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我们用七点中心差分离散所有项.离散过程中,三个方向我们采用一致步长 h =
1

n + 1
,且对未知量自然字

典排序,从而得到具有如下系数矩阵的线性方程组

A = Tx á I á I + I á Ty á I + I á I á T z,

其中, á 表示 K ronecker积, Tx, Ty和 Tz分别为

Tx = trid iag( t2, t1, t3 ),  Ty = trid iag( t2, 0, t3 ),  Tz = tr id iag( t2, 0, t3 ),

且

t1 = 1,  t2 = (- 1 - r ) /6,  t3 = (- 1 + r ) /6.

这里, r =
qh

2
是网格雷诺数. 易知矩阵 A的埃尔米特部分和反埃尔米特部分分别为

H = H x á I á I + I á H y á I + I á I á H z,

S = Sx á I á I + I á Sy á I + I á I á Sz,

其中

H x = trid iag
t2 + t3

2
, t1,

t2 + t3

2
,  H y = H z = trid iag

t2 + t3

2
, 0,

t2 + t3

2
,

SF = trid iag
t2 - t3

2
, 0, -

t2 - t3

2
, FI { x, y, z }.

参考文 [ 8] 附录中的引理 7. 1, 只要取 CM = 1 + co s(P / ( n + 1) ), Cm = 1 - cos( P / ( n + 1) ), TM =

r* cos( P /( n + 1) )以及 T
2
m = 0,通过直接计算,可以得到定理 2和定理 3关于本算例的具体形式.

表 1列出的部分数据进一步验证了我们的结论. 其中 Rh和 R s分别表示迭代序列 (10)和 ( 11)的迭代

矩阵的谱半径,而 Xh, Ah和 Xs, As分别表示其相应 X, A的取值.
表 1 数值结果 ( n = 10, q = 1)

Tab le 1 Num erica l resu lts

Ah As Xh Xs Rh R s

0. 1  0. 1 0. 778 813 0. 037 816 0. 767 636 0. 984 551

0. 1  0. 1 0. 389 407 0. 018 908 0. 883 818 0. 992 275

0. 2  0. 2 0. 612 472 0. 056 724 0. 893 789 0. 988 334

0. 2  0. 2 0. 816 629 0. 075 632 0. 858 386 0. 984 445

0. 3  0. 3 0. 854 445 0. 113 447 0. 895 519 0. 984 403

0. 3  0. 3 0. 640 834 0. 085 086 0. 921 639 0. 988 302

- 0. 004 051 0. 004 051 0. 333 449 0. 001 654 0. 665 195 0. 994 914

- 0. 004 051 0. 004 051 0. 458 492 0. 002 274 0. 539 643 0. 993 030

- 0. 016 203 0. 016 203 0. 527 961 0. 015 711 0. 463 344 0. 958 035

- 0. 012 152 0. 012 152 0. 615 954 0. 011 783 0. 376 468 0. 951 176

- 0. 008 101 0. 008 101 0. 703 948 0. 007 855 0. 290 303 0. 960 562

- 0. 004 051 0. 004 051 0. 791 941 0. 003 928 0. 204 838 0. 988 069
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