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[摘要 ]  研究了具非 S1值边界条件的 p -能量泛函的径向极小元的收敛性.利用局部分析的技巧,推出了能

量泛函的正则性估计,并由此得到泛函的径向极小元的零点分布在原点和单位圆周附近.在此基础上,利用 Eu-l

er方程解的正则性估计,得到极小元的 C 1, A收敛性和收敛速度的估计.
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Abstract: The asympto tic behavior o f the radia lm in im izer of a p-energy func tiona l w ith non-S1 D irich le t

boundary da ta is d iscussed. A t first, by apply ing the loca l analysis, the au thors deduce the regu lar est-i

m ate o f the energy functiona.l Then, the zeros of the radia lm inim izer are located near the o rig in and the

unit circ le. Based on these results, the au thors obtain theC1, A convergence o f the rad ialm in im ize r by es-

tablish ing the co rresponding estim ate o f the rad ia l so lution to the Eu ler system. F inally, the convergence

rate is studied.

K ey words: rad ia lm in im izer, p-energy functiona,l converg ence rate

 收稿日期: 2006-11-10.修回日期: 2006-12-18.

基金项目:国家自然科学基金 ( 10571087)、江苏省普通高校自然科学研究计划 ( 06KJB110056)资助项目.

作者简介:刘红艳 ( 1977) ) ,女,硕士研究生,主要从事偏微分方程的学习与研究. E-m ai:l jsyclhy@ 163. com

通讯联系人:雷雨田 ( 1971) ) ,博士,副教授,主要从事偏微分方程的教学与研究. E-m ai:l leiyut ian@ n jnu. edu. cn

0 引言

设 B = {x I R
2
; | x | < 1}, S

1
= { x I R

3
; x

2
1 + x

2
2 = 1, x3 = 0}, S

2
= { x I R

3
; x1

2
+ x2

2
+ x3

2
= 1}.

令 g ( x ) = (M
x
r
, 1 - M

2
), x I 5B,其中 M I ( 0, 1), r = | x |. 由直接方法,我们知

E E( u, B ) =
1

p QB | ý u |
p
dx +

1

2E
p QBu2

3 dx  (p > 2)

在容许函数类W = {u( x ) = (
x
r
sin f ( r ), cos f ( r) ) I W

1, p
(B, S

2
); u | 5B = g }中的极小元存在,我们称之

为径向极小元.

当 p = 2时, 泛函 EE ( u, B ) 来自高能物理中一些简化模型的研究, 它可描述铁磁与反铁磁

( ferromagne ts and ant iferrom agnets)在二维时的稳态情形.许多学者致力于研究上述泛函在函数类H
1
g ( B,

C ) = { u I H
1
(B, C ); u |5B = g }中极小元的渐近行为

[ 1- 3]
.当 p > 2时, [ 4]讨论了泛函的径向极小元在
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Ey 0时的极限行为. 上述结果均假定 g在 S
1
中取值.

当泛函 EE (u, B ) 中的补偿项 1

2E
p QB u23 dx 换成 1

4E
p QB ( 1 - | u |

2
)
2
dx 时, 它是 我们熟知的

p-G inzburg-Landau泛函.对此泛函的研究,当 p = 2时,已有很多系统而深入的结果
[ 5, 6]

.特别是当g不在S
1

中取值时, [ 6] 讨论了泛函的极小元的性质. 这一工作表明,在 | g | X 1时, 能量泛函在边界附近会产生奇

性.

本文考虑泛函 EE( u, B )在容许函数类 W中的极小元当 Ey 0时的极限行为. 此时, g不在 S
1
中取值.

此外, 径向极小元也许不惟一. 其中一类径向极小元可作为正则化泛函

E
S
E ( u, B ) =

1

p QB ( | ý u |
2
+ S)

p /2
dx +

1

2E
p QB u2

3dx,  (S I (0, 1) )

于 W中的极小元 u
S
E当 Sy 0时的极限而得到.事实上, u

S
E存在子列 u

Sk
E , 使得

lim
Sky 0

u
S
k
E = �uE,  在  W

1, p
(B, S

2
). ( 1)

这里, �uE便是 EE ( u, B )于W中的径向极小元. 这类径向极小元称为可正则化的极小元.我们将在非 S
1
值边

界条件下,证明可正则化的径向极小元在 C
1, A
意义下局部收敛到 x

| x |
, 0 . 同时,我们还将给出可正则化

的极小元模的收敛速度的估计, 这一估计要优于 [ 4]中的相应结果 (即 [ 4]中 ( 5. 2)式 ).我们将证明如下

的定理.

定理  设 �uE是泛函 EE ( u, B )的可正则化的径向极小元. 则当 Ey 0时,

�uE y x

| x |
, 0 ,  在  C

1, A
loc (B \ { 0}, R

2
),  A I ( 0, 1 /2). ( 2)

此外,对 B \ { 0}中的任一紧子集 K,存在与 E无关的常数 C > 0使得

sup
K

| uE3 | [ CE
p
. ( 3)

1 预备

记 f r为 f的一阶广义导数, V = { f I W
1, p
loc (0, 1]; r

1 /p
fr, r

( 1- p) /p
sin f I L

p
( 0, 1), f ( r ) \ 0, f ( 1) = arcsin

M }. 很明显, V = {f ( r ); u (x ) = ( sin f ( r )
x
r
, cos f ( r) ) I W }. 此外, 不难证明 V < { f I C [ 0, 1] ; f (0) =

0}
[ 4]
. 记

EE (f, ( a, b ) ) =
1
p Q

b

a

( fr
2
+

sin
2
f

r
2 )

p /2
rdr + 1

2E
p Q

b

a

( co s f )
2
rdr. ( 4)

将 u (x ) = ( sin f ( r)
x
r
, cos f ( r) ) I W代入 EE ( u, B )便得到 EE ( u, B ) = 2PEE ( f, (0, 1) ).这表明 uE( x )

= ( sin fE ( r )
x

r
, cos fE ( r) ) I W是 EE (u, B )的径向极小元当且仅当 fE( r) I V是 EE ( f, ( 0, 1) )的极小

元. 考察泛函 EE( f, ( 0, 1) ) 的表达式, 我们不妨设 f满足 0 [ f [ P
2
. 从变分法不难看出下面的结论.

命题 1. 1 泛函 E E( f, ( 0, 1) ) 的极小元 fE I V必满足如下的积分等式

Q
1

0
v
( p-2 ) /2

[ f r< r +
1

2r
2 ( sin 2f )< ]

p /2
rdr =

1

2E
p Q

1

0
( sin 2f )< rdr,

P < I C
]
0 [ 0, 1] ,其中 v = f

2
r +

sin
2
f

r
2 .

命题 1. 2 存在不依赖于 EI ( 0, 1)的常数 C > 0使得

EE ( uE, B ) [ CE
1-p
. ( 5)

证明  令

)23)
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f 1 = arcsinM  as r I [ 1 - E, 1];

f 1 =
P
2
- E

- 1
[ r - (1 - 2E) ] P

2
- arcsinM  as r I [ 1 - 2E, 1 - E];

f 1 ( r) =
P
2

 as r I [E, 1 - 2E];

f 1 ( r) = f 3 ( r) = f 3 ( sE),  as r I [ 0, E].

这里, f3 ( s)
y

| y |
是泛函 F ( u, B ) = QB ( 1

p
| ý u |

p
+

1
2
u
2
3 ) dy在 Y = {f ( s)

y
| y |

I W
1, p
(B, R

2
); f ( 1) =

P
2
, s = | y | }中的极小元.首先令 x = yE,容易看出

E E( f2 ( r )
x

| x |
, B ( 0, E) ) = F (f 3 ( s)

y

| y |
, B )E

2-p [ CE
2-p
. ( 6)

其次, 不难算出

E E( f2
x

| x |
, B (0, 1 - 2E) \B (0, E) ) =

2P
p Q

1- 2E

E
r
1- p

dr [ CE
2-p
. ( 7)

当 r I [ 1 - 2E, 1 - E]时,
r - ( 1 - 2E)

E
[ 1.因此,

cos P
2
-
r - ( 1 - 2E)

E
P
2
- arcsinM = sin r - ( 1 - 2E)

E
P
2
- arcsinM

[ sin P
2
- arcs inM = cos arcsinM = 1 - M

2
.

最后, 注意到 uE是径向极小元,我们便得

EE ( uE, B ) [ EE
x

| x |
sin f1, co s f 1 , B [ CE

2-p
+

2P
p

M
p Q

1

1- E
r
1- p

dr

+ Q
1- E

1- 2E

P
2
- a rcsinM

E

p

+
1

r
p rdr +

P( 1 - M
2
)

E
p Q

1

1- 2E
rdr [ CE

1-p
.

注  从 (5)我们可导出径向极小元在边界附近不含零点.事实上,对任给的 T I ( 0, 1),存在常数 C

= C (T ) > 0 (不依赖于 E) 使得 Q
1

T

| fEc|p dr [ CE
1-p
.以此结合 fE [ P

2
于 [ 0, 1]便有 + fE+W 1, p ( [T , 1), R ) [

CE
( 1-p ) /p

. 利用嵌入不等式我们得到,对任意 r I [T, 1] , | fE( r) - fE (1) | [ CE
( 1-p ) /p

| r - 1 |
1- 1 /p

. 于是,

当 r I ( 1 - QE, 1] (其中 Q= a rcsinM
2C

p /( p- 1)

),

| fE( r) | \ arcsinM - CQ
1- 1 /p

= arcsinM /2. ( 8)

命题 1. 3 设 Q是 (8) 中的常数. 对任意FI (0, 1 /3),存在适当小的常数 E0 > 0,以及与 EI ( 0, E0 )

无关的常数 C = C (Q, F) > 0, 使得 EE ( uE, B (0, 1 - F) ) [ CE
2-p
.

证明  由 ( 5) 和中值定理我们知, 存在 NI (F/2, F)使得

EE ( uE, 5B (0, 1 - N) ) [ CEE ( uE, B ) [ CE
1-p
, ( 9)

其中 C仅与 N, Q有关,而与 E无关.记 f = fE = | uE |. 令

f2 ( r ) = f ( r)  as r I [ 1 - N, 1];

f2 ( r ) =
1

E
[ r - ( 1 - F) ] [ f ( 1- F) -

P
2
] + f ( 1 - F),  as r I [ 1 - F- E, 1 - F] ;

f2 ( r ) =
P
2

 as r I [ E, 1 - F- E] ;

f2 ( r ) = f3 ( r) = f3 ( sE),  as r I [ 0, E] .

这里, f3 ( s)
y

| y |
是泛函 F ( u, B )在函数类 Y中的极小元.类似于 ( 7) 的计算,我们有

)24)
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EE (f 2
x

| x |
, B ( 0, 1 - F- E) \B (0, E) ) =

2P
p Q

1- F- E

E
r
1-p

dr [ CE
2- p
. (10)

另一方面,从 (9)可见

1

E
p ( cos f ( 1 - F) )

2 [ CE
1-p
. (11)

再结合中值定理蕴涵的

( cos f ( 1 - F) )
2
= ( sin

P
2
- sin f ( 1 - F) ) (1 + sin f ( 1 - F) ) = (

P
2
- f( 1 - F) ) cos H( 1 + sin f ( 1 - F) )

(其中 H是 (1 - F,
P
2
)中的常数 ),我们得到

1

E
p (
P
2
- f( 1 - F) ) [ CE

1-p
. (12)

于是, 利用 ( 11)和 ( 12),有

      J: = Q
1- F

1- F-E
| ý r |

p
P
2
- | f ( 1 - F) |

E

p

rdr +
1

E
p Q

1-F

1-F- E
( cos f (1 - F) )

2
rdr

[ CE
1- p Q

1- F

1- F- E
rdr [ CE

2-p
.

因此, 注意到当 r I [ 1 - F- E, 1 - F]时, 0 [ ( 1 - F) - r
E

[ 1,我们得到

   EE (f 2
x

| x |
, B ( 0, 1 - F) \B (0, 1 - F- E) )

= QB ( 0, 1- F) \B ( 0, 1- F- E)

1
p

| ý f2 |
2
+ f2

2
ý x

| x |

2 p /2

+
1

2E
p ( cos f2 )

2
dx

[ C ( QB ( 0, 1- F) \B( 0, 1- F- E)
ý

x

| x |

p

dx + J ) [ C ( 1 + E
2-p

). (13)

注意到 uE是径向极小元, 我们有 E E( uE, B ) [ E E( f2
x

| x |
, B ). 将 (6), ( 10)和 ( 13) 代入其中便得 EE( uE,

B ) [ C ( 1 + E
2-p

) + EE ( uE, B \B ( 0, 1 - F) ).再注意到 EE( uE, B \B ( 0, 1- F) [ E E( uE, B \B (0, 1- F) ),我

们可得命题的结论.

一旦有了命题 1. 3, 类似 [ 4] 中定理 1的证明我们可知: 对使 (8) 成立的 Q, 存在不依赖于 E的常数

h > 0,使当 x I B ( 0, 1 - F) \B (0, hE) 时, | uE ( x ) | [ 2 /3.结合 ( 8) 便知

| uE (x ) |\ arcsinM /2, Px I [�B \B ( 0, 1 - QE) ] G [ B ( 0, 1 - F) \B ( 0, hE) ]. (14)

类似于 [ 4]命题 3. 2的证明, 我们仍可得到: 对任意给定的 T I (0, 1 /2), 存在 t I (0, T ]和不依赖于

E的常数 C使得

EE( fE; ( t, 1 - t) ) [ C 0: =
1

p Q
1- t

t

r
1-p

dr + CE
[ p] -p+ 1

. (15)

这里 E I (0, E0 ), E0适当小, E E( f, ( a, b ) )的表达式如 ( 4)所示. 经过与 [ 4]中第 4节同样的讨论,进而得

到

l im
Ey 0

uE =
x

| x |
, 0 ,  在  W

1, p
(K, S

2
). (16)

2 定理的证明

类似于命题 1. 1, 泛函 E
S
E (f; ( 0, 1) )的极小元 f

S
E是如下的 Eu ler方程的古典解,

- ( rA
( p- 2 ) /2

fr ) r + d
2
A

( p- 2) /2 sin 2f
2r

=
rsin 2f

2E
p , (17)

其中A = v+ S. 通过类似的讨论,对可正则化的极小元 uE( x ) = (
x
r
sin fE ( r ), cos fE( r) ), ( 14)与 (15)依

)25)
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然成立,即对任何紧集 K I ( 0, 1] , 存在不依赖于 E和 S的常数 C > 0使得

arcsinM /3 [ f
S
E( r) [ P

2
,  r I K, (18)

E
S
E ( f

S
E, K ) [ C. (19)

命题 2. 1 记 f
S
E = f.对任何紧集K < (0, 1), 存在与 E, S无关的常数 C > 0使得 + f+C1, A(K, R ) [ C,

P A [ 1 /2.

证明  取 R > 0充分小使 K < < (2R, 1 - 2R ). 令 FI C
]
0 ( [ 0, 1] , [ 0, 1] )满足 F= 0于 [ 0, R ] G

[ 1 - R, 1] , F= 1于 [ 2R, 1 - 2R ]且 | Fr | [ C (R ) 于 (0, 1). ( 17)式关于 r微分,再乘以 frF
2
并从 0到 1

积分, 我们有

- Q
1

0
(A

( p- 2) /2
fr ) rr (f rF

2
) dr - Q

1

0
( r

- 1
A

( p-2 ) /2
fr ) r (f rF

2
) dr

+ Q
1

0
( r

- 2
A

( p- 2) /2
sin 2f ) r ( frF

2
) dr =

1

E
p Q

1

0
( cos 2f )f

2
r F

2
dr.

分部积分并注意到 cos 2f = 2co s
2
f - 1, 我们可得

    Q
1

0
(A

(p- 2 ) /2
f r ) r (f rF

2
) r dr + Q

1

0
A

( p- 2) /2
(f rF

2
) r r

- 1
fr -

sin 2f

2r
2 dr

 =
2

E
p Q

1

0
( cos

2
f )f r

2
F
2
dr -

1

E
p Q

1

0
fr

2
F
2
dr.

记 I = Q
1-R

R
F
2
(A

(p- 2) /2
f rr

2
+ ( p - 2)A

(p- 4) /2
f
2
r f

2
rr ) dr. 利用 Young不等式知,对任意 DI ( 0, 1),

I [ DI + C (D) QR
1-R

A
p /2
Fr

2
dr +

2

E
p Q

1-R

R
( cos

2
f )fr

2
F
2
dr. (20)

运用 ( 18) 所蕴涵的 sin f ( r ) > 0于 r I [R, 1 - R ] , 从 ( 17)我们可看出

2

E
p ( cos f )

2
= 4r

- 1
cot f [ - (A

( p- 2) /2
fr ) r - r

- 1
A

( p- 2) /2
fr + A

(p- 2) /2 sin 2f
2r

] .

再次应用 Young不等式,知对任何 DI ( 0, 1),

2

E
p Q

1-R

R
( cos

2
f )f

2

r F
2
dr [ DI + C (D) Q

1-R

R
A

( p+ 2) /2
F
2
dr.

以此代入 (20) 中并选取 D适当小,便有

I [ C Q
1- R

R
A
p /2
F
2
r dr + C Q

1-R

R
A

( p+2 ) /2
F
2
dr. (21)

为估计上式右端第二项,我们在内插不等式

+ <+
L
q [ C+ <r +

1- 1 /q
L 1 + <+ 1 /q

L 1 ,  q I ( 1 +
2

p
, 2). (22)

中取 < = F
2 /q
f
(p+ 2) /q
r .利用 Young不等式我们可导出

Q
1-R

R

f
p+ 2
r F

2
dr [ C ( Q

1-R

R

F
2/q

| f r |
( p+ 2) /q

dr) # ( Q
1-R

R

F
2 /q- 1

| Fr | | fr |
(p+ 2) /q

+ F
2 /q

| fr |
(p+ 2) /q- 1

| frr | dr )
q- 1

  [ C ( Q
1-R

R
F
2 /q

| f r |
( p+ 2 ) /q

dr) ( Q
1-R

R
F
2 /q-1

| Fr | | f r |
( p+ 2 ) /q

+ DI + C ( D) Q
1-R

R
A

p+ 2
q
-

p
2F

4 /q- 2
dr )

q- 1
(23)

对任意 DI ( 0, 1)总成立.注意到 q I ( 1+
2

p
, 2),我们可对上式右端用 Ho lder不等式.于是,结合 (19)我

们最终推出 Q
1-R

R
f
p+ 2
r F

2
dr [ DI+ C (D).以此代入 (21)中并选取 D适当小,我们得到 Q

1- R

R
A

( p- 2) /2
f
2
rrF

2
dr [ C.再

结合 ( 19), 便可见 +A
p /4
F+H 1(R, 1-R ) [ C. 注意到 F= 1于 K, 我们有 +A

p / 4+H 1(K ) [ C. 利用嵌入定理我

们可知 对任何 A [ 1 /2, 均有 +A
p /4 +

C A(K )
[ C. 由此易见命题成立.

定理中 ( 2)的证明

对任意紧集合 K < B \ {0}, 应用 命题 2. 1可知,对任何 BI (0, 1 /2) 均有

+ u
S
E+C

1, B
(K ) [ C = C (K ), (24)

)26)
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其中常数 C不依赖于 E, S.运用 (24)和嵌入定理, 我们可见,对任意 E和某个 B1 < B,存在 w
*
E I C

1, B1 (K,

S
2
) 和 S的子列 Sk使当 k y ] 时,

u
Sk
E y w

*
E ,  在  C

1, B1 (K, S
2
). (25)

以此结合 (1)我们可知 w
*
E = �uE.再次运用 (24) 和嵌入定理, 我们还可见, 对某个 B2 < B, 存在 w

* I

C
1, B2 (K, S

2
)和 Sk 的子列 Sm 使当 m y ] 时,

u
S
m
E
m

y w
*
,  在  C

1, B
2 (K, S

2
). (26)

注意到 (16), 我们知 w
*

= (
x

| x |
, 0). 记 C= m in( B1, B2 ). 则当 m y ] 时, 利用 ( 25)和 (26) 我们便导

出

+ �uE
m
- (

x
| x |

, 0) +C 1, T(K, S 2) [ +�uE
m
- u

S
m
E
m

+C1, T( K, S 2) + + u
S
m
E
m
- (

x
| x |

, 0) +C1, T(K, S2) < o (1). (27)

注意到极限 (
x
r
, 0) 是惟一的,我们知 (27) 不仅对子列成立,而且对 uE也成立.证毕.

定理中 ( 3)的证明

记 f = f
S
E, W=

co s f

E
p . 在 (17)两端乘以 sin f便得

- ( rA
(p- 2) /2

( sin f ) fr ) r + r cos fA
( p- 2) /2

(A - S) = r ( sin f )
2
W. (28)

将 Wr =
- sin f

E
p fr代入 (28) 我们有

E
p
( rA

( p- 2) /2
Wr ) r + rcos fA

(p- 2) /2
(A - S) = r ( sin f )

2
W.

假设 W( r ) 在 ( 0, 1) 的内点 r0处取到最大值. 则 Wr ( r0 ) = 0, Wrr ( r0 ) [ 0. 另一方面, ( 18) 蕴涵

( sin f )
2 \ C 1 > 0,这里 C1不依赖于 E和 S.于是, 从命题 2. 1可推出

W( r) [ W( r0 ) [ 1

C1

A
( p- 2) /2

(A - S) | r= r0
[ C.

这包含 supK | cos f | [ CE
p
,其中 C > 0不 依赖于 E和 S, K是 ( 0, 1)中任一紧集. 令 Sy 0并利用 (25)

我们最终可得 supK | co s fE | [ CE
p
.证毕.
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