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[摘要 ]  由于退化椭圆型方程的研究与双曲空间中极小图的 D irich let问题,以及曲面的无穷小等距形变刚性

问题的密切联系, 在有界周期域上讨论了一类退化椭圆型方程 Dirichlet问题的解的高阶正则性,利用泛函分析

方法得到一个涉及解的高阶正则性的充分必要条件.
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Abstract: Since the study of degenerate e lliptic equation is very c losely re lated to theD irich let prob lem for

m in im al graphs in hyperbolic space and the r ig id ity problem arising from in finitesim a l isom etr ic de fo rm a-

tion of sur faces, w e discuss the high order regular ity o f so lu tions to the D ir ichlet problem fo r a class o f

degenerate e lliptic equations in a bounded per iod ic dom a in. By them ethods o f functiona l ana lysis, w e ge t

a suffic ient and necessary cond ition, wh ich concerns the h igh order regular ity of so lutions for such prob-

lem s.
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0 引言

林芳华
[ 1]
在研究双曲空间中极小图的 D irich let问题时,讨论了问题

y ($u -
uxiux j

1 + | ý u |
2ux ix j ) - nuy = 0,  ( x, y ) I B

+

1 (0),

u ( x, 0) = U(x ), | x | [ 1,

的正则性,其中 i, j = 1, ,, n - 1, 重复指标表示求和, 而 B
+

1 ( 0) = { ( x, y ) I R
n

+ | | x | [ 1, 0 [ y [ 1}.

Daskalopou los等人
[ 2, 3]
在研究多孔介质方程的 Cauchy问题时,把问题转化为一类退化抛物型方程的自由

边界问题,为了研究解的正则性,他们在半空间 {x \ 0} A R
2
上讨论如下的退化抛物型方程

f t = x (fxx + fyy ) + Tfx + g

的正则性, 其中 T> 0为常数,且 f在边界 { x = 0}上没有附加条件. 近来人们在研究几何中无穷小等距形
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变刚性问题时遇到了一类退化椭圆型方程
[ 4]

(n, k ) 8
ij

ý ijF+ 2(ý z, ý F) = 0 在 D中,

其中 D < R
2
是单位圆盘; n和 k是两个单位向量,它们的内积 (n, k )可等于零或变号; ( 8

ij
)是一个正定矩

阵; ý ij表示二阶共变导数; ý 表示梯度.

上面提到的几类方程的共同之处在于:它们的线性化形式是类型十分相近的退化椭圆型或抛物型方

程.由于这几类方程具有很强的几何或物理及力学背景,而且它们的线性化形式的类型具有一定的普遍性

(见 [ 5] , [ 6], [ 7], [ 8] ),因此需要专门对其进行研究.

本文致力于在有界周期区域 8 = { ( x, y ) I R
2
+ | - P [ x [ P, 0 < y < 1}上, 研究一类具有上述几

何背景的退化椭圆型方程 D ir ich le t问题

Lu S y ( Xuxx + uyy + cu ) + aux - muy = f,在 8中 (m I N ),

u关于 x是以 2P为周期的函数,

u ( x, 0) = u ( x, 1) = 0

( 1)

的解的高阶正则性.为了简单起见,本文约定:

( 1)文中的大写字母 C均表示有界正常数, 以后凡是与 s( s I Z
+
)有关的常数, 均用 C s来表示,但不

同行出现的 C或 C s可能彼此不同;

( 2) X, a, b, c, f关于 x都是以 2P为周期的函数, 且 X, a, b, c I C
]
(�8 ), c [ 0, 且 X \ C* > 0及

b (x, 0) >
1
2
;

( 3) u
( k)
: = 5ky u ( k I Z

+
)表示 u对 y的 k阶偏导数;

( 4) Cku: = 5kyu |y = 0  ( k I Z
+
)表示 u在边界 { - P[ x [ P, y = 0}上的 k阶迹,或表示 5kyu在迹的

意义下取值;

( 5) 用 L
2
, H

k
, C

1
及 C

]
分别简记函数空间 L

2
( 8 ), H

k
(8 ) ( k I Z

+
), C

1
(�8 )及 C

]
(�8 );用 + # + 0简

记函数空间 L
2
( 8 )中的范数 + # + L2 ( 8 ) ,用 + # + k简记函数空间H

k
( 8 )中的范数 + # +H k ( 8 ) .

1 主要结果

下面我们叙述本文的主要结果:

定理 1. 1 若 f I H
m+ l
( l I N ),则 ( i),问题 ( 1) 的解 u I H

m+ l+ 1
当且仅当

f
(m )
( x, 0) - mE

m- 1

k= 1
C
k

m- 1 [ X
(m- 1- k)

( x, 0) (Cku )xx + c
(m- 1- k)

( x, 0) Cku

+
a
( m- k)

( x, 0)
m - k

(Cku )x ] - a (x, 0) ( Cm u ) x = 0 ( 2)

( ii) 若 f I C
]
,则问题 ( 1)的解 u I C

]
当且仅当 (2)在通常意义下成立.

注记 1. 2 事实上, Cku ( k I Z
+
, k [ m )均可通过 Lu = f,由其系数 X, a, c及 f在边界 {- P[ x [ P,

y = 0}上的各阶导数惟一确定.所以 ( 2)实际上给出了 ( 1)的H
m+ l+ 1

( l I N )解存在的一个充分必要条件,

即要求 Lu = f的系数 X, a, c及 f在边界 { - P [ x [ P, y = 0} 上的各阶导数满足一个相容性条件.

2 定理 1. 1的证明

首先,我们叙述两个后面要用到的正则性结果.考虑

y (Xuxx + uyy + cu ) + aux + buy = f,在 8中,

u关于 x是以 2P为周期的函数,

u( x, 1) = 0.

( 3)

定理 2. 1 若 f I H
k
( k I Z

+
),则 ( 3)的解 u I H k+ 1

,且 + u+ k+ 1 [ Ck+ f+ k.进一步,若 f I C
]
,则

u I C
]
.

定理 2. 2 设 u是 ( 1)的解.若 f I H k
,则

( i)在 k I Z
+
, k [ m情形, u I H k+ 1

, 且 + u+ k+ 1 [ Ck+ f+ k;
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( ii) 在 k I N, k > m情形, 5sx u I H
m+1
, P s I Z

+
, s [ k - m;进一步,若 f I C

]
,则 5ixu I Hm+ 1

( i I

Z
+
),即 5jyu ( j I Z

+
, j [ m + 1)关于 x属于 C

]
.

注记 2. 3 文 [ 9]与本文所讨论的方程类型十分类似, 具体说: 本文是用 / - m 0代替前者的系数项

/ b0,且仅比前者多了一系数项 / X0. 总之,可完全仿照文 [ 9] 中定理 3. 1和定理 4. 1的论证,分别得定理

2. 1和定理 2. 2的结论.另外, 本文只讨论解的高阶正则性问题.实际上, 也可重复文 [ 9]的整个论证而得

到与之相同的适定性结果,在此不一一赘述.

引理 2. 4 设函数 h I L
2
满足 hy I L

2
,则 h ( x, 0) = 0 (在迹的意义下 )当且仅当 h /y I L

2
.

证明  / ] 0: 1) 先证:若 hy I L
2
,且 h ( x, 0) = h ( x, 1) = 0,则 h /y I L

2
.令 X = { h I L

2
| hy I L

2
,

h( x, 0) = h ( x, 1) = 0}. 对于任意 h I C
1 H X,则有

      k
8

h

y

2

dxdy = Q
P

- P Q
1

0

h
2

y
2 dxdy = Q

P

-P
-
h
2

y

1

0
+ Q

1

0

2hhy

y
dy dx

= Q
P

- P Q
1

0

2hhy

y
dy dx [ 1

2 k
8

h
y

2

dxdy + 2k
8

| hy |
2
dxdy,

于是, 有

k
8

h

y

2

dxdy [ 4k
8

| hy |
2
dxdy,

即 + h /y+ L 2 [ 2+hy + L 2, P h I X.由于 C
1 H X 在 X中是稠密的,所以结论显然成立.

2)对 h( x, 1) X 0情形,定义截断函数 A满足

A I C
]
( [ 0, 1] ), 0 [ A [ 1,  且 A( y ) =

1, 0 [ y [ 1
3

0,
2

3
[ y [ 1

( 4)

显然 ( 1- A) h /y I L
2
,再由 1)的结论可得 Ah /y I L

2
. 于是 h /y = Ah /y + (1 - A) h /y I L

2
.

/ a 0: 3)先证: 若 h, hy, h /y I L
2
,且 h ( x, 1) = 0, 则 h ( x, 0) = 0.令 Y = { h I L

2
| hy, h /y I L

2
,且

h( x, 1) = 0}. 对于任意 h I C
1 H Y,则有

      Q
P

- P
h
2
(x, E)dx [ EQ

P

- P

h
2
( x, E)
E

dx = EQ
P

- P
-
h
2
(x, y )
y

1

E
dx

= EQ
P

- P Q
1

E

h
2

y
-
2hhy

y
dxdy [ 2EQ

P

- P Q
1

0

h
2

y
2 + h

2
y dxdy,

即可得 + h (#, E) + L 2[ -P, P] [ 2E
1 /2
(+ h /y+ 0 + + hy + 0 ). 于是

l im
Ey 0

+ h(#, E)+ L 2[ - P, P] = 0.

故 h( x, 0) = 0. 由于 C
1 H Y在 Y中是稠密的,所以结论成立.

4)对 h( x, 1) X 0情形,有 h = Ah + (1 - A) h,其中 A是由 ( 4)定义的截断函数.由 3) 的结论可得

( Ah ) ( x, 0) = 0,于是有 h ( x, 0) = (Ah) ( x, 0) = 0.

引理 2. 5 问题 ( 1) 的解 u满足

y [ u
(m+ 2)

+ (Xuxx + cu )
(m )
] = I + J. ( 5)

其中

I = f
( m)
- m E

m- 1

k= 1

C
k

m- 1 [ X
(m- 1- k)

u
( k)

xx + c
(m- 1-k )

u
( k)
+
a
( m-k)

m - k
u
( k)

x ] - au
(m )

x ,

J = - [ X
( m- 1 )

uxx + c
( m- 1)

u + a
( m)
ux ] .

( 6)

证明  方程 Lu = f两端关于变量 y求 m阶弱导数可得

y [u
(m+ 2)

+ ( Xuxx + cu )
(m )
] + m (Xuxx + cu)

(m- 1)
+ ( aux )

(m )
= f

(m )
,

再经计算可得结果.

注记 2. 6 方程 Lu = f的系数 X, a, c和 f,以及 ( 1)的解 u在迹的意义下满足 ( 2),可表示为 C0 ( I ) =

0.
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有了上面的准备工作,下面就来证定理 1. 1.

定理 1. 1的证明  显然,定理 1. 1的 ( ii)可由 ( i)以及 Sobo lov嵌入定理得到.下面仅证 ( i)的结论.

由 f I H m+ l
( l I N )及定理 2. 2可得 5sx u I H

m+1
( s I Z, s [ l ). 显然, (Xuxx + cu )

( m) I L
2
.再由 ( 6)

易知 ( I + J )y I L
2
及 C0 ( J ) = 0.

/ a 0之证: 1) l = 1的情形,证 u I Hm+ 2
.此时 ux I Hm+ 1

,所以只须证 u
(m+ 2) I L

2
. 由 ( 2)即 C0 ( I ) =

0, 及引理 2. 4可得 u
( m+ 2 )

+ (Xuxx + cu )
(m ) I L

2
.由于 (Xuxx + cu )

(m ) I L
2
, 所以 u

( m+ 2 ) I L
2
.再由 ux I Hm+ 1

可得 u I Hm+ 2
.

2) l = 2的情形,证 u I Hm+ 3
. 对 Lu = f两端关于 x求弱导数,经化简可得 �Lux = �f. 其中 �L S y ( X52x +

52y + c) + �a5x - m5y, 而 �a = yXx + a, �f = fx - ycx u - axux.显然 ux 是问题

�Lv = �f,在 8中,

v关于 x是以 2P为周期的函数,

v(x, 0) = v( x, 1) = 0

( 7)

的解. 显然, 由 f, u I H
m+2
可得 �f I H

m+ 1
. 于是由定理 2. 2可得 uxx = 5xux I Hm+ 1

.

另外,对 (5)两端关于 x求弱导数可得

y { ( ux )
(m+ 2)

+ [ X ( ux ) xx + c( ux ) ]
(m )
} = �I + �J,

其中 �I = Ix - y (Xxuxx + cxu )
(m )
, �J = Jx. 显然, C0 (�J ) = 0. 由 uxx I H

m+ 1
可得 uxx

(m ) I H
1
, 于是可知

C0 (yuxx
(m )
) = 0.因此,易验证:方程 �Lv = �f的系数与 ( 7)的解 ux在迹的意义下满足

C0 (�I ) = C0 ( Ix ) - C0 [ y ( Xx uxx + cx u )
(m )
] = [ C0 ( I ) ] x = 0.

由于方程 �Lv = �f的类型,以及系数与 ( 7)的解所满足的各种条件均未改变, 于是由 1)的结论可得 ux I

H
m+2
.然后, 再对方程 Lu = f两端关于 y求 m + 1阶弱导数,并经计算可得

�Lu
(m+ 1)

= �f, ( 8)

其中

�L S y ( X52x + 52y + c) + a5x + 5y,

�f = f
( m+ 1 )

- E
m

k = 1

C
k

m+ 1 [ yX
( m+ 1-k )

u
( k)

xx + yc
(m+ 1)

u
( k )
+ a

(m+ 1- k)
u
( k )

x ] - (m + 1) (Xuxx + cu )
(m )
.

由 ( 8)可得

�L [Au
( m+ 1 )

] = A�f + 2yAyu
(m+ 2)

+ ( yAyy + Ay ) u
(m+ 1)

: = F, ( 9)

其中 A是由 ( 4)定义的截断函数. 此时, 由 f I H
m+2
可得 f

(m+ 1)
I H

1
. 由于 u I H

m+ 2
及 ux I H

m+ 2
, 所以

F I H 1
.再由定理 2. 1可得 Au

(m+ 1) I H 2
.由于 Lu = f仅在边界 { - P[ x [ P, y = 0}上退化,因此 u

(m+ 1)

I H
2
. 又由 ux I H m+ 2

可知 u I H
m+ 3
.

3) l\ 3( l I N )的情形,按照前面的论证方式依次进行下去 (或使用归纳法 ),最后可得 u I Hm+ l+ 1
( l

I N ).

/ ] 0之证:首先,由 ( 9)可得

X[ Ayu
(m+ 1)

] xx + [Ayu
( m+ 1 )

] yy + c[ Ayu
(m+ 1)

]

= A[�f - au
( m+ 1)
x ] + (A+ 2Ayy ) u

(m+ 2)
+ (2Ay + Ayyy ) u

(m+ 1)
: = G.

其次,由 f I H
m+ l A Hm+ 1

及 u I H
m+ l+ 1 A Hm+ 2

( l I N )易知 G I L
2
.于是由椭圆型方程解的正则性可得

Ayu
( m+ 1 ) I H 2

.同样由于L u = f仅在边界 { - P[ x [ P, y = 0}上退化,因此 yu
(m+ 1) I H 2

.从而 [ yu
(m+ 1)

] yy

I L
2
. 另外, 由 u I Hm+ 2

可知 u
(m+ 2) I L

2
.因此, [ yu

(m+ 2)
] y = yu

(m+ 3)
+ u

(m+ 2)
= [ yu

( m+ 1)
] yy - u

( m+2 ) I L
2
.

同样地,由 yu
(m+ 1) I H 2

可得 yu
(m+ 1)
xx I L2.然后, 再由 u I Hm+ 2

易证 [ y ( Xuxx + cu )
(m )
] y = y (Xuxx + cu)

(m+ 1)

+ ( Xuxx + cu )
( m) I L

2
.

显然,由 u I Hm+ 2
,易验证 u

( m+ 2)
+ (Xuxx + cu )

(m ) I L
2
.于是, 由引理 2. 4可得 C0 ( I + J ) = 0. 又由

C0 (J ) = 0可知 C0 ( I ) = 0,即 (2)成立.
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