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[摘要 ]  研究了具有 non-Ohm ic谱的反常扩散粒子对谐振子势的响应特性, 结果发现对次扩散粒子,系统需

要更长的时间达到平衡,而对超扩散粒子,则只要更短的时间就可平衡; 特别对超扩散粒子,系统对各种参数值

的变化更加敏感,而对次扩散则相对迟钝些.本文提供的分析方法对研究系统在其他外势条件下的响应特性问

题将有一定的启发作用.
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Abstract: The response charac teristics o f a diffusing particle w ith non-Ohm ic spectrum under a harm onic

potentia l are investigated, and it is found that the system takes m ore tim e to atta in a ba lance for subd iffu-

sion, and less time fo r superd iffus ion. Particular ly, a system of superdiffusion is m ore sens itive to the

changes o f d ifferent param eters, wh ile for a subdiffusion system it ism ore obtuse. Them e thod used in th is

paper is usefu l for the study o f character istics of the d iffusing particles under o ther exte rnal conditions.
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0 引言

自上世纪 70年代,反常扩散现象引起了科学家的广泛注意.在诸如湍流、等离子体、渗透媒介、生长表

面和细胞结构等环境中的系统表现出偏离 B rown运动代表的扩散特征, 即位移均方差〈( x - x0 )
2
〉~ t

A
( A

X 1),我们称这种现象为反常扩散. 如果标度 A> 1,我们说系统作超扩散 ( superdiffusion)运动; 而 A<

1, 系统在作次扩散 ( subdiffusion). 还有一类更加反常的扩散, 扩散的粒子没有一个能很好定义的位移均

方差,比如 LÜvy型扩散, LÜvy粒子的位移均方是发散的,表现超扩散性质.反常扩散问题是统计物理近平

衡涨落部分的新分支.

为了解释和描述反常扩散现象, 人们提出了很多模型和理论. 其中有著名的分数 B rown运动

( fract iona l B row nmo tion ( FBM ) )、连续时间随机行走方法 ( cont inue t ime random wa lk ( CTRW ) )
[ 1, 2]

, 非

线性 Fokker-P lanck方程
[ 3- 7]
、广义 Langev in方程的 non-Ohm ic谱分析

[ 8- 11]
等. 这些理论都能够得到反常

扩散的一些结果,但并没有深入地涉及动力学层次,所以现在仍不能把握哪一种方法是根本性的方法.

对一个运动的系统,它的响应函数反映了基本的动力学内容, 换句话说, 如果知道了一个系统的响应
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函数, 那么我们能够很容易地得到系统的有关位移以及速度等基本运动学状态参量的行为,如果系统受到

随机作用力,那么我们就得到位移或者速度的各种关联函数.在数学上,系统的响应函数实际上就是系统

运动微分方程的格林函数.由于响应函数能够包含系统运动的暂态行为,因此它一直是一个各种条件下系

统运动学研究的重点.本文的任务是得到一个由广义 Langev in方程的 non-Ohm ic谱理论支配的反常随机

系统的响应特性. non-Ohm ic谱模型可以描述许多物理现象, 诸如一些玻璃状胶体颗粒组成的老化

( ag ing)介质里的扩散问题
[ 12, 13]

、重核融合问题
[ 14]
.

1 模型

一个在稳定媒介中作扩散运动的粒子常常被广义 Langev in方程描述为
[ 8, 15]

,

&x + Vc(x ) + Q
t

0
B( t- tc)x ( tc) dtc= f( t ), ( 1)

这里 f ( t )是零均值热浴噪声,并且关联函数 c( S) 是

〈f ( t ) 〉s = 0,  〈f ( t) f ( tc)〉s = c( | t - tc | ) = c( S). ( 2)

耗散核函数 B( t )写为

B( t - tc) = Q
]

0
dXJ(X )Q( X) cosX ( t - tc), ( 3)

这里 J( X) 是噪声谱,而 Q( X) 是热浴谐振子的振动模密度.

对方程 ( 1)中的势函数 V ( x ),我们考虑一个正谐振子势 V (x ) = V ( x0 ) +
1
2
X
2
0 (x - x0 )

2
,这里 X

2
0表示

势函数 V ( x )在 x = x0的二阶导数.运用 Lap lace变换, 可得到广义 Langev in方程 (1) 的形式解:

x ( t) = 〈x ( t )〉s + Q
t

0
M 0 ( t- S) f ( S)dS, ( 4)

这里

〈x ( t)〉s = v (0)M 0 ( t ) + x ( 0) Vx ( t), ( 5)

Vx ( t) = 1 - X
2
0 Q

t

0
M 0 (S) dS. ( 6)

注意 x ( 0)和 v(0) ( = x ( 0) )分别是粒子的坐标和速度的初始量平均值;响应函数 M 0 ( t )是函数

ÆM 0 ( s) =
1

s
2

+ sÁB( s) + X
2
0

( 7)

的逆 Lap lace变换, 这里

ÁB( s) = Q
]

0
B( t) e

- st
dt ( 8)

是耗散核 B( t)的 Laplace变换.角标 0表示对应的动力学量是在 x = x0附近的计算值.

所谓 non-Ohm ic谱模型
[ 16]

, 就是根据反常扩散的谱密度定义, 直接假设噪声谱具有一个自仿射的特

征,即 J( X) ~
X
ÆX

D- 1

,这里 ÆX是一个量纲系数.这个 non-Ohm ic模型能够导致一个反常扩散结果,即 0 <

D< 1对应次扩散,而 1 < D< 2对应超扩散. 我们把热浴视作一个连续介质的声子模型, 所以经常选择

Debye频谱作为热浴谱密度, 即 Q( X) =
X
2
c

X
2

+ X
2
c

,这里 Xc是截断频率.于是阻尼核函数 B( t)为

B( t) = Q
]

0
dX X

ÆX

D- 1 X
2
c

X
2

+ X
2
c

co sXt. ( 9)

2 正谐振子势下系统的响应函数

我们考虑一个具有 non-Ohm ic谱的扩散粒子在如前所述的正谐振子势 V (x ) = V ( x0 ) +
1

2
X
2
0 (x - x0 )

2

影响下的响应特性.系统的动力学按照 (1)式演化. 为了求出系统的响应函数 M 0 ( t ), 我们首先要给出阻

尼核函数 B( t)
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B( t) = Q
]

0
dX X

ÆX

D- 1 X
2
c

X
2

+ X
2
c

cosXt (10)

的 Laplace变换 B( s)

ÁB( s) = Q
]

0

X
ÆX

D- 1 X
2

c

X
2

+ X
2
c

dX Q
]

0
e

- s t
cosXtdt, (11)

即

ÁB( s) = Q
]

0

s

s
2

+ X
2

X
2
c

X
2

+ X
2
c

X
ÆX

D- 1

dX. (12)

经过复变函数的围道积分,容易得到

ÁB( s) =
P
2

1

ÆX

D- 1

sX
2
c

s
D- 2

- X
D- 2
c

X
2
c - s

2

1

sin(
1
2
D)

. (13)

按照 ( 7), 我们有

ÆM 0 ( s) =
s
2

- X
2
c

s
4

+ B s
2

- A s
D

- X
2
0X

2
c

, (14)

这里

A =
P
2

X
2
c

sin(
P
2
D)

1
ÆX

D- 1

, (15)

B = X
2
0 - X

2
c + A X

D- 2
c . (16)

响应函数是式 (14) 的逆 Lap lace变换

M 0 ( t) =
1
2PiQ

c+ i]

c- i]

( s
2

- X
2
c ) e

st

s
4

+ B s
2

- A s
D

- X
2
0X

2
c

ds. (17)

我们可以由上式直接给出响应函数 M 0 ( t)以 M ittag-Lef fler函数的导数为形式的表达
[ 17]

  M 0 ( t) = E
]

m = 0

1

m!
( - B )

m E
m

k = 0

m

k

X
2
0X

2
c

B

k

@ t
2m + 2k+ 1

E
(m )

4- D, 2+ (D- 2)m + 2k ( - A t
4-D

)

-
X
2
c

m!
( X

2
0X

2
c )

m E
m

k= 0

m

k

A

X
2
0X

2
c

k

@ t
4m - Dk+ 3

E
(m )

2, 4+ 2m -Dk ( - B t
2

) , (18)

这里 E A, B ( z) 是广义 M ittag-La ffler函数,它被定义为

E A, B ( z) = E
]

k= 0

z
k

# (Ak + B)
, (19)

并且

E
( k)

K, L ( y ) S d
k

dy
kEK, L (y ) = E

]

j= 0

( j + k )! y
j

j! # (Kj + K k + L)
. (20)

我们也可以利用留数定理来计算 M 0 ( t) (式 (17) ),围道积分路线如图 1, E和 R分别为小圆和大圆半
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径. 我们考虑

QA BCDEF

( s
2

- X
2
c ) e

st

s
4

+ B s
2

- A s
D

- X
2
0X

2
c

ds, (R→ 0, E→ 0), (21)

因此, 我们有

( i) lim
R→ ] QA B+ EF

→ 0, (22)

( ii) lim
E→ 0 QCD

= l im
E→ 0 Q

P

- P

( E
2
e
2Hi

- X
2
c ) e

(Ee iH) t

E
4
e
4Hi

+ BE
2
e
2Hi

- A E
D
e
iDH

- X
2
0X

2
c

@ iEe
iH
dH, (23)

( iii) lim
R→ ]

( QBC
+ QDE

) = Q
+ ]

0

2 iA e
- rt

r
D
sin[ PD] ( r

2
- X

2
c )

A
2
r
2D

- 2A r
D
cos[PD] ( r

4
+ B r

2
- X

2
0X

2
c ) + ( r

4
+ B r

2
- X

2
0X

2
c )

2 dr = I.

(24)

这里, r、H分别为复平面上任意一点的极坐标.对于残数需要解方程

s
4

+ B s
2

- A s
D

- X
2
0X

2
c = 0, (25)

利用计算机可求其数值解,最终得到残数值 R esf ( ak ).因此, M 0 ( t) =
1
2P i

(2P iR - I ) U R.

图 2显示了 non-Ohm ic谱反常粒子在谐振子势下响应函数M 0 ( t)与时间的关系, 曲线 1、2、3分别代表

D= 1. 4、D= 1、D= 0. 5的粒子,其中参数 ÆX = 1, 而对 X0和 Xc的取值分别为 a (0. 5, 1); b ( 1, 1); c( 2, 1).

我们发现对次扩散粒子,即 0 < D< 1,系统需要更长的时间达到平衡,而对超扩散粒子,则只要更短的时

间就可平衡;我们也看到如果势能圆频率 X0影响越大, 则响应函数振动越明显; 特别对超扩散粒子, 系统

对势能圆频率以及 D ebye频率值的变化更加敏感,而对次扩散则相对迟钝些.

3 结论

扩散系统的响应特性是研究系统扩散问题的核心物理量, 因为响应函数是得到系统各种矩或者关联

函数的关键量. 本文应用广义 Langevin方程对 non-Ohm ic谱介质中的系统在正谐振子势下的响应特性进

行了分析,结果发现对次扩散粒子,系统需要更长的时间达到平衡,而对超扩散粒子, 则只要更短的时间就

可平衡;特别对超扩散粒子,系统对各种参数值的变化更加敏感,而对次扩散则相对迟钝些.在穿越势垒的

扩散问题中,粒子通过势垒顶部的通过几率就直接与粒子的暂态运动特性有关, 而一般的理论并没有考虑

具有反常的 non-Ohm ic谱阻尼函数和噪声函数的情况,因此本文提供的分析方法将对研究反常扩散系统

的逃逸问题有一定的启发作用.
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