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[摘要 ]　基于时滞细胞神经网络 (DCNN s)在图像处理等领域的广泛应用 ,有关它的研究引起了越来越多学者

和专家的关注.早期 DCNN s稳定性的结果大多由网络权矩阵的分量构成的代数不等式来表示.运用 Lyapunov2
Krasovskii泛函的方法 ,研究了 DCNN s的指数稳定性 ,所得充分条件以矩阵的 (半 )正定形式出现 ,在实际应用中

更加便于验证.与文献中的结果相比较 ,所得判据适用范围更广.
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Abstract: In recent years, the study of cellular neural networks with delay (DCNN s) draws the attention

of more and more specialists due to its extensive app lication in the fields of image p rocessing etc. The ear2
ly results on stability of DCNN s are usually rep resented by the elements of weight matrices of the network.

In this paper, by emp loying the Lyapunov2Krasovskii method, global exponential stability of DCNN s is in2
vestigated, and sufficient conditions are obtained in the form of matrix with ( sem i2positive) positive defi2
niteness, and they are easier to be checked in p ractice. Compared to the earlier criteria, our results have

more extensive app lications.
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0　引言

近十几年来 ,细胞神经网络 (CNN s)的稳定性研究吸引了国内外诸多研究者 ,各种类型的神经网络被

提出并被广泛研究.由于多数作者考虑的是适合静态图像处理应用的完全稳定的 CNN s, 而动态图像的处

理却需要引入时滞 ,但时滞的存在可能导致网络振荡甚至不稳定 ,因此 , DCNN s的稳定性得到了广泛而深

入的研究 [ 1 - 8 ] . 目前稳定性的研究方法主要是借助于 Lyapunov函数 (或泛函 ) ,M -矩阵和线性矩阵不等

式等.本文通过构造 Lyapunov2Krasovskii泛函 ,研究了 DCNN s的指数稳定性 ,获得了一个稳定性的新

判据.

变时滞神经网络的数学模型由如下状态方程来描述

Ûu ( t) = - A u ( t) + B g ( u ( t) ) + C g ( u ( t -τ( t) ) ) + I, (1)

或

Ûui ( t) = - ai ui ( t) +∑
n

j =1

bij gj ( uj ( t) ) +∑
n

j =1

cij gj ( uj ( t -τ( t) ) ) + Ii , i = 1, 2, ⋯, n (2)
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其中 u ( t) = ( u1 ( t) , u2 ( t) , ⋯, un ( t) ) T ∈ Rn是与神经元有关的状态向量 , A = diag ( a1 , a2 , ⋯, an ) > 0,

B = ( bij ) n×n和 C = ( cij ) n×n分别是连接权矩阵和时滞连接权矩阵 , I = ( I1 , I2 , ⋯, In ) T ∈Rn是外部输入常

向量 , 0≤τ( t) ≤τ(τ是常数 )表示传输延时 , g ( u ( t) ) = ( g1 ( u1 ( t) ) , g2 ( u2 ( t) ) , ⋯, gn ( un ( t) ) ) T ∈Rn
,

g ( u ( t -τ( t) ) ) = ( g1 ( u1 ( t -τ( t) ) ) , g2 ( u2 ( t -τ( t) ) ) , ⋯, gn ( un ( t -τ( t) ) ) ) T ∈Rn
, gj (·) ( j = 1, 2,

⋯, n)表示激活函数.

本文做假设如下 :

(A1 ) :激活函数 gi ( xi ) ( i = 1, 2, ⋯, n)在 R上是有界、单调不减函数 , 且李普希兹连续 ,即存在常数 li

> 0使得

| gi ( v1 ) - gi ( v2 ) |≤ li | v1 - v2 | , 　　Π v1 , v2 ∈ R. (3)

(A2 ) :τ( t)可微且 0 ≤ Ûτ( t) < 1.

由假设 (A1 )可知模型 (1) 至少有一个平衡点 u
3

= ( u1
3

, u2
3

, ⋯, un
3 ) T

,为简单起见 ,作变换 x ( t) =

u ( t) - u
3

, x ( t -τ( t) ) = u ( t -τ( t) ) - u
3 把模型 (1)的平衡点 u

3
= ( u

3
1 , u

3
2 , ⋯, u

3
n ) T移到原点 ,则

模型 (1)变为

Ûx ( t) = - A x ( t) + B f ( x ( t) ) + C f ( x ( t -τ( t) ) ) (4)

x ( t) = < ( t) , t∈ [ -τ, 0 ]

即 Ûxi ( t) = - ai xi ( t) +∑
n

j =1
bij fj ( xj ( t) ) +∑

n

j =1
cij fj ( xj ( t -τ( t) ) ) , i = 1, 2, ⋯, n.

其中 x ( t) = ( x1 ( t) , x2 ( t) , ⋯, xn ( t) ) T ∈ Rn 表示状态向量 , f ( x ( t) ) = ( f1 ( x1 ( t) ) , f2 ( x2 ( t) ) , ⋯,

fn ( xn ( t) ) ) T ∈ Rn
,其中 fi ( xi ( t) ) = gi ( xi ( t) + u

3
i ) - gi ( u

3
i )且 f (0) = 0,此外 ,由 (3)式可知 fi (·)单

调不减且满足

| fi ( xi ) |≤ li | xi |和 　fi ( xi ) xi ≥ 0, 　i = 1, 2, ⋯, n. (5)

为方便 ,文中的 B
T
, B

- 1
,λm (B ) ,λM (B )分别表示方阵 B的转置矩阵 ,逆矩阵 ,最小特征值和最大特征

值 ; B > 0 (B < 0) 表示 B是对称正定 (负定 ) 矩阵 ; lM = max{ l1 , l2 , ⋯, ln } , E表示单位矩阵 ,记 　L =

diag ( l1 , l2 , ⋯, ln ) > 0.

定义 　称模型 (4)的平衡点是全局指数稳定的 , 若存在常数 k > 0, γ≥ 1, 使得

‖x ( t)‖≤γ‖<‖e- k t
, 　Π t≥ 0,

其中 　 ‖<‖ = sup
-τ≤s≤0
‖< ( s)‖.

引理 1[ 1 ]　对任意给定的实矩阵 Q 1 , Q 2和 Q 3 ,其中 Q 3 = Q
T
3 ,下面矩阵不等式成立

- Q
T
2 Q

- 1
3 Q 2 + Q

T
2 Q 1 + Q

T
1 Q 2 ≤Q

T
1 Q 3 Q 1.

引理 2[ 2 ]　对任意向量 X, Y∈ Rn
,存在正定矩阵 P使得如下矩阵不等式成立

2X
T

Y≤X
T

PX + Y
T

P
- 1

Y.

1　主要结果

定理 1　假设 (A1 )和 (A2 )成立 ,如果存在 P > 0, 　D = diag ( d1 , d2 , ⋯, dn ) > 0, k > 0,β > 0,使得

Ω1 = PA + A P - 2kP - 4kDL - P -
e2kτ

β(1 - Ûτ( t) )
P > 0,

Ω2 = 2DAL
- 1

- DB - B
T
D - B

T
PB - 2βC

T
PC -

e
2kτ

β(1 - Ûτ( t) )
D

T
P

- 1
D ≥ 0,

则系统 (4)的平衡点是全局指数稳定的.

证明 　构造如下 Lyapunov2Krasovkii泛函

V ( x ( t) ) = e
2k t

x
T ( t) P x ( t) + 2e

2k t∑
n

i =1
di∫

x i( t)

0
fi ( s) ds + 2β∫

t

t -τ( t)
e

2kζ
f
T ( x (ζ) ) C

T
PC f ( x (ζ) ) dζ.

V ( x ( t) )沿模型 (4)的解对 t求导得 :

　　　　ÛV ( x ( t) ) = 2ke2k t
x

T ( t) P x ( t) + 2e2k t
x

T ( t) P Ûx ( t) + 4ke2k t∑
n

i =1

di∫
x i( t)

0
fi ( s) ds
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+ 2e2k t
f
T ( x ( t) ) D Ûx ( t) + 2βe2k t

f
T ( x ( t) ) C

T
PC f ( x ( t) )

- 2βe2k ( t -τ( t) )
f
T ( x ( t -τ( t) ) ) C

T
PC f ( x ( t -τ( t) ) ) (1 - Ûτ( t) ) ,

由式 (5)得

0 ≤∑
n

i =1
di∫

x i( t)

0
fi ( s) ds≤ x

T ( t) DL x ( t) .

所以

ÛV ( x ( t) ) ≤ 2ke
2k t

x
T ( t) P x ( t) + 2e

2k t
x

T ( t) P Ûx ( t) + 4ke
2k t

x
T ( t) DL x ( t) + 2e

2k t
f
T ( x ( t) ) D Ûx ( t)

+ 2βe
2k t

f
T ( x ( t) ) C

T
PC f ( x ( t) ) - 2βe

2k ( t-τ( t) )
f
T ( x ( t -τ( t) ) ) C

T
PC f ( x ( t -τ( t) ) ) (1 - Ûτ( t) )

= 2ke2k t
x

T ( t) P x ( t) + 2e2k t
x

T ( t) P [ - A x ( t) + B f ( x ( t) ) + C f ( x ( t -τ( t) ) ) ]

+ 4ke2k t
x

T ( t) DL x ( t) + 2e2k t
f
T ( x ( t) ) D [ - A x ( t) + B f ( x ( t) ) + C f ( x ( t -τ( t) ) ) ]

+ 2βe2k t
f
T ( x ( t) ) C

T
PC f ( x ( t) ) - 2βe2k ( t-τ( t) )

f
T ( x ( t -τ( t) ) ) C

T
PC f ( x ( t -τ( t) ) ) (1 - Ûτ( t) )

≤ e
2k t

{ x
T ( t) [ 2kP - 2PA + 4kDL ]x ( t) + 2x

T ( t) PB f ( x ( t) ) + 2x
T ( t) PC f ( x ( t -τ( t) ) )

- 2f
T ( x ( t) ) DA x ( t) + 2f

T ( x ( t) ) DB f ( x ( t) ) + 2f
T ( x ( t) ) D C f ( x ( t -τ( t) ) )

+ 2βf
T ( x ( t) ) C

T
PC f ( x ( t) ) - 2βe

- 2kτ
f
T ( x ( t -τ( t) ) ) C

T
PC f ( x ( t -τ( t) ) ) (1 - Ûτ( t) ) } .

(6)

由引理 1,可得下列不等式

-βe- 2kτ
f
T ( x ( t -τ( t) ) ) C

T
PC f ( x ( t -τ( t) ) ) (1 - Ûτ( t) ) + 2x

T ( t) PC f ( x ( t -τ( t) ) )

= - f
T ( x ( t -τ( t) ) ) C

T P
- 1

e
2kτ

β(1 - Ûτ( t) )

- 1

C f ( x ( t -τ( t) ) ) + 2x
T ( t) PC f ( x ( t -τ( t) ) )

≤ e
2kτ

β(1 - Ûτ( t) )
x

T ( t) P x ( t) (7)

-βe
- 2kτ

f
T ( x ( t -τ( t) ) ) C

T
PC f ( x ( t -τ( t) ) ) (1 - Ûτ( t) ) + 2f

T ( x ( t) ) D C f ( x ( t -τ( t) ) )

= - f
T ( x ( t -τ( t) ) ) C

T P
- 1 e2kτ

β(1 - Ûτ( t) )

- 1

C f ( x ( t -τ( t) ) ) + 2f
T ( x ( t) ) D C f ( x ( t -τ( t) ) )

≤ e
2kτ

β(1 - Ûτ( t) )
f
T ( x ( t) ) D P

- 1
D

T
f ( x ( t) ) . (8)

由引理 2,可得不等式

　　　　　　2x
T ( t) PB f ( x ( t) ) ≤ x

T ( t) P x ( t) + f
T ( x ( t) ) B

T
P P

- 1
PB f ( x ( t) )

= x
T ( t) P x ( t) + f

T ( x ( t) ) B
T

PB f ( x ( t) ) , (9)

由 (5)式可得

2f
T ( x ( t) ) DA x ( t) ≥ 2f

T ( x ( t) ) DAL
- 1

f ( x ( t) ) ,

即

- 2f
T ( x ( t) ) DA x ( t) ≤ - 2f

T ( x ( t) ) DAL
- 1

f ( x ( t) ) . (10)

将 (7) , (8) , (9) , (10) 式代入 (6)式得

ÛV ( x ( t) ) ≤ - e
2k t

x
T ( t) 2PA - 2kP - 4kDL - P -

e2kτ

β(1 - Ûτ( t) )
P x ( t)

- e
2k t

f
T ( x ( t) ) 2DAL

- 1
- 2DB - B

T
PB - 2βCT

PC -
e2kτ

β(1 - Ûτ( t) )
D P

- 1
D f ( x ( t) )

= - e
2k t

x
T ( t)Ω1 x ( t) - e

2k t
f
T ( x ( t) )Ω2 f ( x ( t) ) .

因为

Ω1 > 0,Ω2 ≥ 0,

所以

ÛV ( x ( t) ) ≤ - e2k t
x

T ( t)Ω1 x ( t) < 0,

所以

V ( x ( t) ) ≤V ( x (0) ) , 　Π t > 0.

此外
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V ( x (0) ) = x
T (0) P x (0) + 2∑

n

i =1
di∫

x i( 0)

0
fi ( s) ds + 2β∫

0

-τ( 0)
e

2kζ
f
T ( x (ζ) ) C

T
PC f ( x (ζ) ) dζ

≤λM ( P )‖<‖2
+ 2λM (DL )‖<‖2

+ 2βλM (C
T

PC )∫
0

-τ
e2kζ

f
T ( x (ζ) ) f ( x (ζ) ) dζ

≤λM ( P )‖<‖2
+ 2λM (DL )‖<‖2

+ 2βl
2
MλM (C

T
PC )‖<‖2∫

0

-τ
e2kζdζ

= λM ( P ) + 2λM (DL ) + 2βl
2
MλM (C

T
PC ) 1 - e

- 2kτ

2k
‖<‖2

,

又因为 V ( x ( t) ) ≥ e
2k tλm ( P )‖x ( t)‖2

,

所以

e
2k tλm ( P )‖x ( t)‖2 ≤ λM ( P ) + 2λM (DL ) + 2βλM (C

T
PC ) l

2
M

1 - e
- 2kτ

2k
‖<‖2

,

即

‖x ( t)‖≤
λM ( P ) + 2λM (DL ) + 2βλM (C

T
PC ) l

2
M

1 - e
- 2kτ

2k
λm ( P )

‖<‖e
- k t

.

易知
λM ( P ) + 2λM (DL ) + 2βλM (C

T
PC ) l

2
M

1 - e
- 2kτ

2k
λm ( P )

≥ 1,

另外 ,由

V ( x ( t) ) ≥ e
2k t

x
T ( t) P x ( t) ≥ x

T ( t) P x ( t) ≥λm ( P )‖x ( t)‖2

得 ,当 ‖x ( t)‖→∞时 , V ( x ( t) ) →∞,即 V ( x ( t) )是径向无界的 , 由定义 1知 ,模型 (4)的平衡点是全

局指数稳定的.

特别地 ,在模型 (4)中 ,当变时滞τ( t) =τ为常数时 ,模型 (4)变为

Ûx ( t) = - A x ( t) + B f ( x ( t) ) + C f ( x ( t -τ) ) . (11)

推论 　对于模型 (11) , 如果下式成立

Ω1 = PA + A
T

P - 2kP - 4kDL - P -
e

2kτ

β
P > 0,

Ω2 = 2DAL
- 1

- DB - B
T
D - B

T
PB - 2βCT

PC -
e2kτ

β
D

T
P

- 1
D ≥ 0,

则模型 (11)的平衡点是全局指数稳定的.

2　数值例子及结果比较

为了便于与我们的结果进行比较 ,我们重述文献 [ 4 ]的主要结果 :

定理 2[ 4 ]　如果存在正定矩阵 P, Q和∑及正常数 k > 0,使得下式成立

Ω = 2P - 2kP - Q +∑ - PB∑
- 1

B
T

P - e
2kτ

PCQ
- 1

C
T

P > 0,

则模型 (11) (其中 A = E, B , C意义同模型 (4) )是全局指数稳定的.

例 　考虑如下具有常时滞的神经网络模型

dx ( t)

d t
= - ax ( t) + bf ( x ( t) ) + cf ( x ( t -τ) ) , (12)

其中 a = 1, b = -
1

2
, c =

1

2
,定理 2中需要存在 p > 0, q > 0,σ > 0和 k > 0,使得

ω = 2p - 2kp - ( q +σ) -
p

2

2σ
- e

2kτ p
2

2q
> 0.

另外

ω = 2p - 2kp - ( q +σ) -
p

2

2σ
- e2kτ p

2

2q
=

1
2

4p - 4kp - 2 ( q +σ) -
p

2

σ
- e

2kτ p
2

q
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≤ 1
2

4p - 4kp - q -σ - q -σ -
p

2

σ
-

p
2

q
=

1
2

4p - 4kp - q -σ - σ +
p

2

σ
- q +

p
2

q
.

因为 , 对于任意 p > 0, q > 0,σ > 0都有

σ +
p

2

σ
≥ 2p, 　q +

p
2

q
≥ 2p,

所以

ω≤ 1
2

4p - 4kp - q -σ - σ +
p

2

σ
- q +

p
2

q
≤ 1

2
[ 4p - 4kp - q -σ - 2p - 2p ]

=
1
2

[ - 4kp - q -σ ].

因为找不到 p > 0, q > 0,σ > 0使得ω > 0, 所以定理 2不能判定模型 (12)的平衡点是指数稳定的.

而对于相同的参数 ,在定理 1的推论中我们取 p = 1, d = 1, l =
1
4

,β = 2, 则

ω1 = 2pa - 2kp - 4kd l - p -
e2kτ

β
p = 2 - 2k - k - 1 -

e2kτ

2
= 1 - 3k -

e2kτ

2
,

ω2 = 2da
1
l

- 2db - pb
2

- 2βpc
2

-
e

2kτ

β
pd

2
= 8 +

2

2
-

1
2

- 2 -
e

2kτ

2
=

11
2

+ 2 -
e

2kτ

2
.

显然 , 只要取充分小的 k > 0,就能保证ω1 > 0,ω2 > 0, 所以 , 由推论知 , 模型 (12)的平衡点是全局指数

稳定的.
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