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[摘要 ] � 作为 Smash积和 Sm ash余积的推广, S. Caenepee,l B. Ion, G. M ilitaru和 S. Zhu给出了 R - sm ash

积, W - smash余积和广义 Sm ash-双积的概念. 本文讨论了广义 Sm ash- 双积的一些性质,通过引进广义相容

映射系统概念,给出了广义 Sm ash-双积的映射刻画. 推广了 D. E. Radford关于 Sm ash-双积的相应结论.
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Abstract: A s the genera lization o f sm ash produc t and sm ash coproduc t, theR sm ash product, W - sm ash

coproduc t and generalized sm ash b iproduct are introduced by S. caenepee ,l B. Ion, G. M ilita ru and S.

Zhu. In th is pape r, som e properties of g eneralized smash b iproduct are d iscussed, by introduc ing the con 

cept o f generalized adm issib le m apping sy stem, tw om app ing descriptions for genera lized smash- biprod 

uct a re g iv en as w el.l
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0� 引言

基于 Smash积和 Smash余积
[ 1]
, D. E. R adford在文 [ 2]给出了双积双代数 B  H 的概念,同时讨论了

B  H的结构性质, 并给出了其映射刻画. 作为 Smash积和 Smash余积的推广, 人们给出了偶交叉积
[ 3 ]
,

广义 D rinfeld偶
[ 4]
,扭曲 Smash积和扭曲 Samsh余积

[ 5]
. 2000年, S. Caenepee,l B. Ion, G. M ilitaru和 S.

Zhu给出了 R- smash积, W - smash余积和广义 Smash-双积的概念
[ 6]
. 文 [ 7, 8]分别研究了 R - sm ash积

的拟三角结构和 W - smash余积的辫子结构.本文给出了意义更为广泛的相容映射系统定义, 证明了广义

Sm ash-双积 LW � � RH 的映射刻画定理并获得一些结构性质. 本节结果是文 [ 2]相应结论的推广.

除非特别指出,通篇文章的讨论都是在一个固定的域 k上进行. 我们沿用文 [ 9, 10] 中术语和记号.

对余代数 C及 c ! C, 我们记 �( c) = ∀ c( 1) ! c( 2) . 为方便起见, 我们首先给出文 [ 2]中的一些概念和结

论.

设 V和 W是两个向量空间, R: V ! W # W ! V是一个 k - 线性映射, 对任意 v ! V, w ! W, 记

R ( v ! w ) = ∀ R
w ! R

v.

定义 1. 1� 设 A和 B是 k - 代数, R: B ! A # A ! B是一个 k - 线性映射, R称为左正规的,如果

R ( b ! 1A ) = 1A ! b, b ! B. (1. 1)

R称为右正规的, 如果
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R ( 1B ! a ) = a ! 1B, a ! A. (1. 2)

如果 R既是左正规又是右正规,则称 R是正规的.

若 A ! B关于乘法 ( a ! b ) ( c ! d ) = ∀ a
R
c ! R

bd和单位元 1A ! 1B 构成一个 k -代数, 则称此代

数为一个 R - smash积, 记为 A� � RB.

定义 1. 2� 设 C和D是 k -余代数, W: C ! D # D ! C是一个 k - 线性映射, W是左余正规的,如果

( ID ! �C )W ( c ! d ) = �C ( c) d, c ! C, d ! D. (1. 3)

W是右余正规的,如果

( �D ! IC )W ( c ! d ) = �D (d ) c, c ! C, d ! D. (1. 4)

如果 W既是左余正规又是右余正规,则称 W是余正规的.

若 C ! D关于余乘法 �( c ! d ) = ∀ c( 1 ) !
W
d ( 1) !W

d ( 2) ! d ( 2 )和余单位元 �C ! �D构成一个 k -

余代数, 则称此余代数为一个 W - smash余积, 记为 CW � � D.

定理 1. 3� 设 A和 B为代数, R: B ! A # A ! B是一个 k - 线性映射,则以下条件等价:

( 1) A� � RB是一个 Smash积;

( 2) ( i) R是正规的;

( ii) ∀
r

(
R
a) ! r

b1
R
b2 = ∀ ra ! r

( b1b2 );

( iii) ∀
r

( a1a2 ) ! r
b = ∀ Ra1

r
a2 !

r
(
R
b).

如果定理中 ( 2) ( ii) 成立, 则称 R是左乘的, 如果定义中 (2) ( iii)成立,则称 R是右乘的. 如果 R既

是左乘的又是右乘的,则称 R是乘的.

定理 1. 4� 设 C和 D为余代数,对于 k - 线性映射 W: C ! D # D ! C, 则以下条件等价

( 1) CW � � D是一个 Sm ash - 余积;

( 2) ( i) W是余正规的;

( ii) ∀ (
W
d ) ( 1) ! (

W
d ) ( 2) !W

c = ∀
W

d ( 1) !U
d ( 2) !

U
(
W
c);

( iii) ∀
W

d ! (
W
c) ( 1 ) ! (

W
c) ( 2) = ∀

U

(
W
d ) !U

c( 1) !W
c( 2 ) .

如果定理中 (2) ( ii)成立,则称W是左余乘的,如果定义中 ( 2) ( iii)成立,则称W是右余乘的. 如果W

既是左余乘又是右余乘,则称 W是余乘的.

定理 1. 5� 设 H和 L是双代数, R: H ! L # L ! H 和 W: L ! H # H ! L是两个 k -线性映射, 则下

列条件等价:

( 1) LW � � RH是一个 Smash - 双积;

( 2) 以下条件成立:

( DP1) R是正规的且是左乘右乘的;

( DP2) W是余正规的且是左余乘右余乘的;

( DP3) ( �L ! �H )R = �H ! �L;

( DP4) W ( 1L ! 1H ) = 1H ! 1L;

( DP5) W ( l ! h ) = W ( l! 1H )W (1L ! h );

( DP6) ∀ l( 1) l∃( 1) !W
1H !W

( l( 2) l∃( 2) ) = ∀ l( 1)
R
l∃( 1 ) !

R
(
W
1H )

U
1H !W

l( 2)
U
l∃( 2 ) ;

( DP7) ∀ W
( h ( 1) h ∃( 1) ) !W

1L ! h( 2) h∃( 2) = ∀
W

h ( 1 )
U
h∃( 1) !

W
1L

R
(
U
1L ) ! R

h ( 2 ) h∃( 2) ;

( DP8) ∀ (
R
l) ( 1) !

W
( (

R
h ) ( 1) ) !W

( (
R
l) ( 2) ) ! (

R
h ) ( 2) = ∀ R

l( 1) !R
(
W
h ( 1) )

U
1H !W

1L
r
(
U
l( 2) )

! r
h ( 2) ,

这里 l, l∃! L, h, h∃! H, r = R, U = W.

在定理 1. 5中令W = TL,H 是一个扭曲映射, 称 LW � � RH = L� � RH为H和 L的 R - smash积.而令 R

= TH, L是一个 扭曲映射,称 LW � � RH = LW � � H 为H和 L的 W - smash余积.

定义 1. 6� 设H和 L是双代数, R:H ! L # L ! H 和 W: L ! H # H ! L是 两个 k - 线性映射, 如
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果 LW �� RH是一个广义 Smash - 双积, 即 LW � � RH 是一个双代数, 则称 (H, L )是一个相容对.

1� 广义 Sma sh - 双积 LW � � RH的映射刻画定理

如果 (H, B )是一个相容对, 文 [ 1]的定理 2给出了双积双代数 B  H的映射刻画, 本节将推广文 [ 1]

的相应结论,给出了意义更为广泛的相容映射系统定义, 然后证明了广义 Sm ash - 双积 LW � � RH 的映射

刻画定理.

首先给出相容映射系统的定义.

定义 2. 1� 设 (H, L )是一个相容对, A是一个双代数, 称 L
%
#
�
jA

%
#
 
iH是一个相容映射系统, 如果下列

条件成立:

( 1) � � j = IL且  � i = IH ;

( 2) i和 j是代数映射,  和 � 是余代数映射;

( 3) ∀ j(
R

l) i (
R

h ) = i( h ) j( l), 对任意的 l ! L, h ! H,

∀  ( a ( 1) ) ! � ( a ( 2) ) = ∀
w

 ( a ( 2 ) ) ! w � ( a( 1) ),对任意的 a ! A;

( 4) � ,  , i, j满足相容条件:

∀ � ( j( b ) ( 1 ) i( h ) ( 1) ) !  ( j( b) ( 2) i( h) ( 2) ) = ∀ � ( j( b) ) ! h;

( 5) ( j � � )* ( i �  ) = I.

设 (H, L ) 是一个相容对, 定义映射如下:

这里 l ! L, h ! H. 于是我们有:

定理 2. 2� 设 (H, L )是一个相容对,则 L
%
#
�

L
j
L
LW � � RH

%
#
 
H
i
H
H是一个相容映射系统.

证明 � 定义 2. 1中条件 (1)的成立是显然的. 根据 iH 和 jL的定义, 我们有

iH ( hk ) = 1L � � hk = (1L � � h ) ( 1L � � k ) = iH ( h) iH ( k ), h, k ! H;

jL ( ab) = ab� � 1H = ( a� � 1H ) ( b� � 1H ) = jL ( a ) jL ( b ), a, b ! L.

所以, iH 和 jL是代数映射.

根据  H 的定义, 对任意 l ! L, h ! H, 我们有

� H ( l� � h) = ∀ �( l ) h ( 1) ! h ( 2)

和

(  H !  H )�( l� � h ) = ∀ �( l( 1) )
W
h ( 1) ! �(

W
l( 2) ) h ( 2 ) = ∀ �( l ) h( 1) ! h ( 2) .

所以, � H = (  H !  H )�, 即  H是余代数映射. 又由 � L的定义, 我们有

�� L ( l� � h) = ∀ �( h) ( l( 1) ! l( 2) )

和

(� L ! � H )�( l� � h ) = ∀ �(
W
h( 1) ) l( 1) ! �( h ( 2 ) )

W
l( 2) = ∀ �( l ) l( 1 ) ! l( 2 ) .

所以, �� L = ( � L ! � H ) �, 即 � L是余代数映射, 于是定义 2. 1中条件 ( 2) 成立.

现验证定义 2. 1中条件 ( 3)成立.对任意 l ! L, h ! H, 我们有

∀ jL (
R
l ) iH (

R
h ) = (

R
l� � 1H ) ( 1L � �

R
h) = ∀ R

l� � R
h

和

iH ( h) jL ( l ) = (1L �� h ) ( l� � 1H ) = ∀ R
l� � R

h,

所以, ∀ jL (
R
l) iH (

R
h) = iH ( h ) jL ( l ). 又由于
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∀  H ( ( l� � h ) ( 1) ) ! � L ( ( l� � h ) ( 2 ) ) = ∀ �( l( 1) )
W

h( 1) ! �( h ( 2) )
W

l( 2) = ∀ W

h !
W

l

和

∀ W
 H ( ( l� � h) ( 2) ) !W � L ( ( l� � h ) ( 1 ) ) = ∀ U

�(
W
l( 2 ) ) h ( 2) !U

�(
W
h ( 1 ) ) L ( 1) = ∀ W

h !W
l.

所以, ∀  H ( ( l� � h ) ( 1 ) ) ! � L ( ( l� � h ) ( 2) ) = ∀ W
 H ( ( l� � h ) ( 2 ) ) !W � L ( ( l� � h) ( 1) ). 这便证明

了定义 2. 1中条件 (3)成立.

关于定义 2. 1中条件 ( 4) 和 (5), 我们作如下计算:

� � ∀ � L ( j( b ) ( 1 ) i( h ) ( 1) ) !  H ( j ( b ) ( 2 ) i( h ) ( 2) )

� � � � = ∀ � L ( ( b( 1 ) ��
W

1H ) (1L ��
U

h ( 1 ) ) ) !  H ( (
W

b( 2) � � 1H ) (
U

1L � � h ( 2) ) )

� � � � = ∀ � L ( b( 1) � �
W

1H
U

h ( 1) ) !  H (
W

b( 2)
U

1L � � h ( 2 ) )

� � � � = ∀ �(
W
1H

U
h ( 1) ) b( 1) ! �(

W
b( 2 )

U
1L ) h ( 2 ) = b ! h.

� � ( jL � � L )* ( iH �  H ) ( l� � h )

� � � � = ∀ ( jL � � L ) ( l( 1) � �
W
H ( 1) ) ( iH �  H ) ( l� � h) (

W
l( 2) � � h( 2) )

� � � � = ∀ ( �(
W
h( 1) ) l( 1) � � 1H ) (1L � � �(

W
l( 2) ) h ( 2 ) ) = l� � h.

至此, 定理的证明全部完成.

定理 2. 3� 设 (H, L )是一个相容对, A是一个双代数, L
%
#
�
jA

%
#
 
iH是一个相容映射系统. 则

( 1) 存在惟一的代数映射 f: LW � � RH # A使得图 1( a)可交换. 进一步,图 1( b)是可交换的,并且 f是

一个双代数映射.

( 2) 存在惟一的余代数映射 g: A # LW � � RH使得图 2( a)可交换.进一步,图 2( b)可交换, 并且 g是

一个双代数同构 (亦即 f, g是互逆的 ).

证明 � 先证存在性和惟一性. 令

f: LW �� RH # A, f ( l�� h ) = j( l ) i( h ), l�� h ! LW � � RH,

g: A # LW � � RH, g ( a ) = ∀ � ( a ( 1) )� �  ( a( 2 ) ), a ! A,

则 f和 g使得图 1( a)和图 2( a)交换.
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若 f ∃: LW � � RH # A是代数映射, 且使得图 1( a)是可交换的,则有:

� � f ∃( l� � h ) = f ∃( ( l� � 1H ) (1L � � h ) ) = f ∃( l� � 1H ) f ∃(1L � � h )

= f ∃( jL ( l) ) f ∃( iH ( h ) ) = j( l ) i( h ) = f ( l� � h ).

若 g ∃: A # LW � � RH 是余代数映射,且使得图 2( a) 是可交换的, 则有:

� � g ∃( a) = ∀ ( ( jL � � L ) (g ∃( a ( 1) ) ) ) ( ( iH �  H ) ( g∃( a ( 2) ) ) )

= ∀ ( � ( a( 1) )� � 1H ) (1L � �  ( a( 2 ) ) )

= ∀ � ( a( 1) ) � �  ( a ( 2) ) = g ( a ).

这里利用了等式:

∀ g ( a ) ( 1) ! g ( a ) ( 2 ) = ∀ g ( a ( 1) ) ! g ( a ( 2) ).

于是得 f和 g的存在性和惟一性. 又因为

f ( g ( a ) ) = ∀ ( j � � ) ( a ( 1) ) ( i �  ) ( a( 2) ) = ( j � � )* ( i �  ) ( a ) = a,

g (f ( l� � h) ) = ∀ � ( j( l) ( 1) i ( h) ( 1) )� �  ( j ( l) ( 2) i( h ) ( 2) ) = � ( j ( l) ) � � h = l� � h,

所以 f和 g是互逆的. 于是要证 f和 g为双代数映射, 只需证明 f是代数映射, g是余代数映射即可.

首先, f (1L � � 1H ) = 1是显然的. 对任意 l�� h, l∃� � h∃! LW � � RH, 我们有

� � f ( ( l� � h) ( l∃� � h∃) ) = ∀ f ( l
R
l∃�� R

hh∃) = ∀ j( l
R
l∃) i (R hh ∃)

= ∀ j( l ) j(
R
l∃) i(R h) i ( h∃) = j( l) i ( h) j ( l∃) i ( h∃)

= f ( l�� h ) f ( l∃� � h∃),

所以 f是代数映射. 另外, 对 g有

� ( g ( a ) ) = ∀ �( � ( a( 1) ) )�( ( a ( 2) ) ) = ∀ �( a ( 1) ) �( a ( 2) ) = �( a ),

即 �LW �� RH
g = �A . 取 a ! A, 我们有

� � �( g ( a ) ) = ∀ �( � ( a ( 1) )� �  ( a ( 2) ) )

= ∀ � ( a ( 1) ) ( 1 ) � �
W

 ( a( 2 ) ) ( 1) !
W

� ( a ( 1) ) ( 2 ) �� ( a( 2) ) ( 2)

= ∀ � ( a ( 1) )� �
W

 ( a ( 3 ) ) !
W

� ( a( 2) ) � �  ( a ( 4) )

= ∀ � ( a ( 1) )� �  ( a( 2) ) ! � ( a ( 3) )� �  ( a ( 4 ) )

= ∀ g ( a ( 1) ) ! g ( a ( 2) ).

所以, g是余代数映射.
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