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[摘要 ]　基于三角数问题的研究目前非常活跃 ,最近 , Bennett宣布解决了由 Sierp inski提出的一个三角数猜想

问题 ,本文指出了 Bennett文中的错误 ,并利用 Pell方程解的性质的 StÊrmer定理以及 B ilu, Hanrot和 Voutier的

关于本原素因子的深刻结论 , 证明了在一列几何级数中 , 不存在 4个相异的三角数 , 完整地解决了 Sierp inski

的问题.
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Abstract: The study of triangular number p romblem is very activing. Recently, Bennett p roved a conjec2
ture of Sierp inski on triangular numbers. In this paper, we firstly modified the m istake in reference of

Bennett, then using StÊrmer’s theorem of the solutions of Pell equation, and a deep result of p rivitive divi2
sor of B ilu, Hanrot and Voutier, we p roved that there is no exist four distinct triangular numbers in geo2
metric p rogression, therefore we sovled the question of Sierp inski on triangular numbers.
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0　引言

设 Z, N, P分别表示整数集、正整数集和全体素数的集合. 若 n ∈ N, 则第 n个三角数 Tn定义为

Tn =
1
2

n ( n + 1) . (1)

关于三角数问题的研究由来已久 ,至今仍然非常活跃 [ 1 ]
. 例如 ,三角数中的方幂数 , 三角数中的 Fibonacc i

数、Lucas数等等 [ 2, 3 ]
.

利用 Pell方程的结论可以证明 , 在一列几何级数中 , 存在无穷多组 3个相异的三角数 [ 4 ]
,其中最小的

一组是 ( T1 , T3 , T8 ) . 在 Guy的文献 [ 5 ]中 , Sie rp insk i提出如下问题 :

问题 　在一列几何级数中 , 是否存在 4个相异的三角数 ?

Szym iczek曾经猜想 [ 6 ]
, 该问题的答案是否定的. 最近 , B ennett[ 7 ]宣布解决了以上问题 , 他证明了 ,

在几何级数中 , 不存在 4个相异的三角数. 但 Bennett在文献 [ 7 ]中的方法是不正确的 , 因为他假定这 4

个三角数成几何级数. 事实上 , 在一列几何级数中的任意 4个数未必成几何级数 , 因此文献 [ 7 ]的证法是

不完整的.

本文利用 Pell方程解的性质的 StÊrmer定理 ,以及 B ilu, Hanro t和 Voutier的关于本原素因子的深刻结

论 , 给出了以上问题的完整解法 , 证明了 :
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定理 　在一列几何级数中 , 不存在 4个相异的三角数.

1　一些引理

引理 1 ( StÊrm er定理 )　若 ( x, y)是 Pell方程

x
2

- D y
2

= 1, D, x, y ∈ N (2)

的解 , ε是方程 (2)的基本解 , 则方程 (2)的所有解可表为 x + y D =εk
, 这里 k∈N.如果 y = y′, y′| 3

D, 这里 y′| 3
D表示 y′的每一个素因子整除 D, 则

x + y D =ε. (3)

证明 　见文献 [ 1 ]和文献 [ 8 ].

设α, β为代数整数 , α +β与αβ是非零互素的有理整数 , 而且
α
β
不是单位根 , 则称 (α, β)为 Lucas

数对. 令 s =α +β, t =αβ, 则有

α =
1
2

( s +λ d) , 　β =
1
2

( s -λ d) .

这里 d = s
2

- 4 t, 且λ∈ { 1, - 1}. 如此的 ( s, t)称为 Lucas数对 (α, β)的参数. 若
α1

α2

=
β1

β2

=±1, 则

称 Lucas数对 (α1 , β1 )和 (α2 , β2 )是等价的.

对于给定的 Lucas数对 (α, β) ,设 Lucas序列

un (α,β) =
αn

-βn

α -β
, n = 1, 2, 3, ⋯,

如果素数 p | un (α, β)且 p 8 (α -β) 2
u1 (α, β) ⋯ un - 1 (α, β) , 则称 p是 un (α, β)的本原素因子.

引理 2　当 4 < n ≤ 30且 n ≠ 6时 , 若 un (α, β)没有本原素因子 , 则

(1) n = 5, ( s, d) = (1, 5) , (1, - 7) , (2, - 40) , (1, - 11) , (1, - 15) , (12, - 76) , (12,

- 134 6) ;

(2) n = 7, ( s, d) = (1, - 7) , (1, - 19) ;

(3) n = 8, ( s, d) = (1, - 7) , (2, - 24) ;

(4) n = 10, ( s, d) = (2, - 8) , (5, - 3) , (5, - 47) ;

(5) n = 12, ( s, d) = (1, 5) , (1, - 7) , (1, - 11) , (2, - 56) , (1, - 15) , (1, - 19) ;

(6) n = 13, ( s, d) = (1, - 7) ;

(7) n = 18, ( s, d) = (1, - 7) ;

(8) n = 30, ( s, d) = (1, - 7) .

证明 　见文献 [ 9 ]中的定理 1.

引理 3　当 n > 30时 , Lucas序列 un (α, β)都有本原素因子.

证明 　见文献 [ 10 ]中的定理 4.

2　定理的证明

设 Tx , Ty , Tz , Tw是一列几何级数中的 4个相异的三角数 , Tx最小 ,且该几何级数的公比为 q, q > 1.令

8Tx = A,于是存在 r1 , r2 , r3 ∈ N,使得

8 Ty = A q
r1 , 8 Tz = A q

r2 , 8 Tw = A q
r3 ,

这里 x, y, z, w, q, A ∈ N, 则由 (1)可得

A + 1 = a
2
, a ∈ N, (4)

以及

A q
r1 + 1 = u

2
, A q

r2 + 1 = v
2
, A q

r3 + 1 = m
2
, u, v, m ∈ N. (5)

下面分两种情形讨论.

情形 1　若 r1 , r2 , r3中有两个是奇数 , 不妨设 2 8 r1 , 2 8 r2 , r2 > r1 ≥ 1, 于是由 (5)可得 , A q非平
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方数 , 因此由 (5)得 , Pell方程

x
2

- A q y
2

= 1, x, y ∈ N (6)

有解 ( x, y) = u, q
r1 - 1

2 , v, q
r2 - 1

2 . 如果 r1 ≥ 3, 由于 q |
3

A q, 则由引理 1可得 :

u + q
r1 - 1

2 A q =ε, (7)

以及

v + q
r2 - 1

2 A q =ε. (8)

这里ε是方程 (6)的基本解. 但 r2 > r1 , 这显然是不可能的.

如果 r1 = 1, 则由 (7)可得 , 方程 (6)的基本解为ε = u + A q, 由 (8) , 同理可得 , 这也不可能.

情形 2　若 r1 , r2 , r3中有两个是偶数 ,不妨设 2 | r1 , 2 | r2 , r2 > r1 ≥ 2,于是由 (5)得 , Pell方程

x
2

- A y
2

= 1, x, y ∈ N (9)

有解 ( x, y) = u, q
r1
2 , v, q

r2
2 . 由方程 (4)可得 , 方程 (9)的基本解为ε = a + a

2
- 1, 设

ε = a - a
2

- 1,于是存在 k1 < k2 ∈ N, 使得

q
r1
2 =
εk1 - �εk1

ε - �ε
, 　q

r2
2 =
εk2 - �εk2

ε - �ε
. (10)

设 Lucas序列

un (ε, �ε) =
εn

- �εn

ε - �ε
, (11)

因此 , 由 (10)可得 ,

uk1
(ε, �ε) | uk2

(ε, �ε) . (12)

于是 ,序列 uk2
( a + a

2
- 1, a - a

2
- 1)没有本原素因子.由引理 2, 3可得 ,此时必有 k2 = 2, 3, 4, 5, 6,

7, 8, 10, 12, 13, 18, 30.但利用引理 2逐一验证可得 , k2 = 5, 7, 8, 10, 12, 13, 18, 30均不可能 , 因此 k2

= 2, 3, 4, 6.

由 (11)可得 , u1 = 1, u2 = 2a, u3 = 4a
2

- 1, u4 = 8a
3

- 4a, u5 = 16a
4

- 12a
2

+ 1, u6 = 32a
5

- 32a
3

+ 6a.

若 k2 = 2, 则 k1 = 1, 但由 (5) , (10)可得 , 此不可能.

若 k2 = 3, 则 k1 = 2, 于是由 (5) , (10)得 , q
r1
2 = 2a, q

r2
2 = 4a

2
- 1, 但 gcd (2a, 4a

2
- 1) = 1, 也

不可能.

若 k2 = 4, 则 k1 = 3, 2. 若 k1 = 3, 则 gcd ( u3 , u4 ) = gcd (4a
2

- 1, 8a
3

- 4a) = gcd (4a
2

- 1, 2a)

= 1, 但由 (11)可得 , 这不可能. 若 k1 = 2, 则由 (10)得 , q
r1
2 = 2a, q

r2
2 = 8a

3
- 4a, 于是 , q

3 r1
2 - 2q

r1
2 =

q
r2
2 , 即

q
r1 - 2 = q

r2 - r1
2 . (13)

所以由 (13)得 , q = 2, r1 = 2, r2 = 4, 则 a = 1, 但由 (4) , (5)知 , 这不可能.

若 k2 = 6, 则 k1 = 5, 4, 3, 2. 由于 gcd ( u6 , u5 ) = gcd (32a
5

- 32a
3

+ 6a, 16a
4

- 12a
2

+ 1) = 1,

u6

u4

=
16a

4
- 16a

2
+ 3

4a
2

- 2
| N, gcd

u6

u3

, u3 = gcd (8a
3

- 6a, 4a
2

- 1) = 1, 因此当 k1 = 5, 4, 3时 , 由 (10)

得 , 这不可能. 当 k1 = 2时 , gcd
u6

u2

, u2
= gcd (16a

4
- 16a

2
+ 3, 2a) = 1, 3, 于是 , a = 3, 由 (10)得 ,

这也不可能.

于是定理得证.
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2008年气候与传染病国际会议筹备会在我校召开

　　6月 3日至 5日 ,由我校数科院举办的“Strategic Planning Meeting for 2008 Inter2
nationalWorkshop on the Impact of Climate Changes on W aterborne and Vector2borne D is2
eases”(2008年气候与传染病国际会议筹备会 )在我校召开 ,会议由数科院讲座教

授、加拿大 York大学朱怀平教授主持 ,此次会议是为 2008年气候与传染病国际会议

而开的一个筹备会议.参加本次会议的有南京师范大学校长宋永忠等国内相关领域

的著名教授 ,有来自加拿大、美国的专家学者 ,还有来自加拿大公共卫生部以及国家

和江苏省疾病控制中心的专家和官员.

本次筹备会主要有两个内容 :一方面专家们分别根据自己的研究领域介绍了天

气变化、血吸虫病防治、疟疾、水藻等方面的研究进展和问题 ;另一方面讨论了 2008

年国际会议的形式、主题、大会的规模和资金支持 ,以及 2008年国际会议的后勤保障

等方面的问题.

传染病建模研究自 2003年非典以来在国内方兴未艾 ,但气候变化对水生及媒传

疾病的影响的研究才刚刚起步 ,并越来越得到广大科学家的关注.同时 ,水藻问题已

被列为明年国际会议的主题之一.

2008年的国际会议将在明年 5月在我校召开 , 我们相信在这次筹备会的基础

上 , 2008年的国际会议将一定能够成功举行.

(数科院 )
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