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[摘要 ]　我们给出描述粘弹性流体的 O ldroyd方程的一个爆破准则 ,即 ∫
T3

0
‖ý u‖L∞d t = +∞.在较弱的条

件下 ,即当初值φ0 ∈W 2, q (Ω) , 3 < q≤ 6, u0 ∈H1
0 ∩H2时 ,同样得到了强解的局部存在惟一性 ,从而改进了

林芳华、柳春和张平的一个结果.
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Abstract: In this paper, we obtain a blow2up criterion i. e. ∫
T3

0
‖ý u‖L∞ d t = +∞. and the existence

and uniqueness of local strong solutions to an O ldroyd model in viscoelastic fluids under weaker condi2
tions,φ0 ∈W

2, q (Ω) , 3 < q≤ 6, u0 ∈H
1
0 ∩H

2 , thus imp roves a result of others.
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0　引言

考虑描述粘弹性流体的 O ldroyd方程 :

divu = 0, (1)

φt + u·ýφ = 0, (2)

ut + u·ý u + ý p - △u = - △φ·ýφ, (3)

u | 5Ω = 0, (4)

φ(0, x) =φ0 ( x) , 　u (0, x) = u0 ( x) , 　x ∈Ω, (5)

这里未知函数为φ, u和 p.不妨设φ为数量函数.关于模型 (1) ～ (3)的详细讨论 ,见文 [ 1 ].在 [ 1 ]中 ,作

者设φ0 ∈H
3
, u0 ∈H

1
0 ∩H

2证明 (1) ～ (5)存在惟一局部强解 ,且设 T
3 是最大有限存在时间 ,则有

∫
T3

0
‖ý u‖2

H2 d t = +∞. (6)

当φ≡ 0时 , (1) ～ (3)即为标准的 N avier2Stokes方程 , B eal, Kato and M ajda
[ 2 ]证明若 T

3 是最大有限存

在时间 ,则有
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∫
T3

0
‖ý u‖L∞ d t = +∞. (7)

本文我们将证明

定理 1　设Ω: = T3
,φ0 ∈H

3
, u0 ∈H

2
,设 T

3 是最大有限存在时间 ,则有 (7)成立.

定理 2　设Ω Α R3为有界光滑区域 ,φ0 ∈W
2, q (Ω) , 6≥ q > 3, u0 ∈H

1
0 ∩H

2
,则存在正常数 T使问

题 (1) ～ (5)在 [ 0, T ]上存在惟一强解 (φ, u, p)满足

φ∈ L
∞ (0, T; W

2, q (Ω) ) , φt ∈L
∞ (0, T; H

1 (Ω) ) ,

u ∈ L
∞ (0, T; H

2 (Ω) ) ∩L
2 (0, T; W

2, q (Ω) ) ,

ut ∈ L
∞ (0, T; L

2 (Ω) ) ∩L
2 (0, T; H

1 (Ω) ) ,

p∈ L
∞ (0, T; H

1 (Ω) ) ∩L
2 (0, T; W

1, q (Ω) ) .

1　B low 2up准则

本节我们证明定理 1.

引理 1　

1
2∫( | u |

2
+| ýφ |

2 ) dx +∫
t

0∫| ý u |
2

dxds =
1
2∫( | u0 |

2
+| ýφ0 |

2 ) dx. (8)

证明 　 (2) ×( - △φ) + (3) ×u并积分 ,立即可得 (8) .

引理 2　

‖ýφ( t)‖L∞ ≤‖ýφ0‖L∞ exp (∫
T3

0
‖ý u ( t)‖L∞ d t) . (9)

证明 　 (2)两端关于 xi求导 ,然后乘以 5φ
5xi

q - 2 5φ
5xi

( q > 2) ,再关于 i求和 ,有

1
q

d
d t∫| ýφ |

q dx ≤‖ý u‖L∞∫| ýφ |
q dx,

从而有

d
d t
‖ýφ( t)‖L q ≤‖ý u‖L∞‖ýφ( t)‖L q ,

利用 Gronwall不等式并令 q→+∞,即得 (9) .

引理 3　

‖△u ( t)‖L 2 +‖ý △φ( t)‖L 2

　　≤ C (‖△u0‖L 2 +‖ý △φ0‖L 2 ) exp (∫
T3

0
‖ý u ( t)‖L∞ d t +‖ýφ‖2

L∞ T
3 ) . (10)

证明 　在证明过程中我们将运用

△φ·ýφ = div ( ýφ á ýφ -
1
2
Ⅱý | ýφ |

2 ) .

方程 (3)两端作用 △;并乘以 △u积分 ,有

1
2

d
d t∫| △u |

2
dx + ∫| ý △u |

2
dx ≤ 3‖ý u‖L∞∫| △u |

2
dx + C‖ý △u‖L 2‖△φ‖2

L 4 +

C‖ý △u‖L 2‖ýφ‖L∞‖ý △φ‖L 2 ,

利用 Gagliardo2N irenberg不等式

‖△φ‖2
L 4 ≤ C‖ýφ‖L∞‖ý △φ‖L 2 , (11)

得

d
d t∫| △u |

2
dx +∫| ý △u |

2
dx ≤ C‖ý u‖L∞∫| △u |

2
dx + C‖ýφ‖2

L∞‖ý △φ‖2
L 2. (12)

(2)两端作用 ý △,并乘以 ý △φ,然后运用 Kato and Ponce
[ 3 ]的换位子估计 ,有

d
d t∫| ý △φ |

2
dx ≤ C‖ý u‖L∞‖ý △φ‖2

L 2 +‖ý △u‖L 2‖ýφ‖L∞‖ý △φ‖L 2. (13)
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联立 (12)与 (13)式 ,有

d
d t∫| △u |

2
+| ý △φ |

2
dx ≤ C (‖ý u‖L∞ +‖ýφ‖2

L∞ )∫| △u |
2

+| ý △φ |
2

dx,

由 Gronwall不等式立即可得 (10) .

2　一个存在性结果

本节证明定理 2.我们可以设φ0ε ∈H
3 (Ω) ,让φ0ε →φ0 in W

2, q (Ω) ,根据 [ 1 ]可知 (1) ～ (4)以 (φ0ε,

u0 )为初值的问题存在惟一局部强解 (φε, uε, pε ) ,然后作与ε无关的先验估计 ,而由标准的紧性原理 ,让ε

→ 0,可显然完成定理存在性的证明.惟一性的证明是标准的 ,故略去.所以以下只需作先验估计即可 ,并

且去掉下标ε.

(3) ×ut并积分 ,有

1
2

d
d t∫| ý u |

2 dx +∫| ut |
2 dx = ∫( u á u + ýφ á ýφ) : ý ut dx

≤ (‖u‖2
L 4 +‖ýφ‖2

L 4 )‖ý ut‖, (14)

利用 Gagliardo2N irenberg不等式 ,有

‖u‖2
L 4 ≤ C‖u‖

1
2 ‖ý u‖

3
2 , (15)

‖ýφ‖L 4 ≤ C‖ýφ‖α‖△φ‖1 -α
L q + C‖ýφ‖, 1 -α =

3q
2 (5q - 6)

, (16)

将 (15) , (16)代入 (14) ,有

d
d t∫| ý u |

2
dx +∫| ut |

2
dx ≤ C‖ý u‖3

+ C‖△φ‖
6q

5q- 6
L q + C +

1
8
‖ý ut‖

2
, (17)

(3)两端关于 t求导数 ,然后乘以 ut并积分 ,有

1
2

d
d t∫| ut |

2 dx +∫| ý ut |
2 dx = 2∫( ut á u + ýφt á ýφ) : ý ut dx

　　≤ 2 (‖u‖L∞‖ut‖ +‖ýφ‖L∞‖ýφt‖)‖ý ut‖, (18)

利用 Sobo lev嵌入定理 ,

‖u‖L∞ ≤ C (‖u‖ +‖△u‖) , (19)

‖ýφ‖L∞ ≤ C (‖ýφ‖ +‖△φ‖L q ) , q > N : = 3. (20)

由此 ,知

1
2

d
d t∫| ut |

2 dx +∫| ý ut |
2 dx

　　≤ C (1 +‖△u‖2 )‖ut‖
2

+ C (1 +‖△φ‖2
L q )‖ýφt‖

2
+

1
4
‖ý ut‖

2
, (21)

将方程 (3)改写为

- △u + ý p = f: = - ut - u·ý u - △φ·ýφ, (22)

利用 Stokes方程的 L
2理论 [ 4 ]

,有

‖△u‖ +‖ý p‖≤ C‖f‖≤ C‖ut‖ + C‖ýφ‖L∞‖△φ‖ + C‖u‖L 4‖ý u‖L 4

　　≤ C‖ut‖ + C (1 +‖△φ‖2
L q ) + C‖u‖

1
4 ‖ý u‖·‖△ u‖

3
4 , (23)

所以有

‖△ u‖ +‖ý p‖≤ C‖ut‖ + C (1 +‖△φ‖2
L q ) + C‖ý u‖4

. (24)

(2)两端作用 ý ,有

‖ýφt‖≤ (‖ýφ‖L∞‖ý u‖ +‖u‖L∞‖△φ‖)

　　≤ C (1 +‖△φ‖L q ) ‖ý u‖ + (1 +‖△u‖)‖△φ‖L q ≤ C (1 +‖△u‖) (1 +‖△φ‖L q ) ,

(25)

将 (24) , (25)代入 (21)得
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d
d t∫| ut |

2
dx +∫| ý ut |

2
dx ≤ f1 (‖ý u‖, ‖ut‖, ‖△φ‖L q ) , (26)

其中 f1 (·, ·, ·)是其每个变量的单增函数.

(2)两端作用 △,有

△φt + u·ý △φ +△u·ýφ + 2∑
3

i =1

5u
5xi

·ý 5φ
5 xi

= 0,

上式两端同乘以 | △φ |
q - 2△φ,并积分 ,有

d
d t∫| △φ |

q
dx ≤ C‖ý u‖L∞∫| △φ |

q
dx + C‖△u‖L q‖ýφ‖L∞‖△φ‖

q - 1
L q

　　≤ C (1 +‖△u‖L q ) (1 +‖△φ‖q
L q ) , (27)

对 Stokes方程 (22)应用 L
q理论 [ 4 ]

,有

‖△ u‖L q +‖ý p‖L q ≤ C‖f‖L q ≤ C‖f‖L q

　　≤ C (‖ut‖L q +‖ýφ‖L∞‖△φ‖L q +‖u‖L∞‖ý u‖L q ) .

利用 Gagliardo2N irenberg不等式 :

‖u‖L∞ ≤ C‖u‖
α
L 6‖△u‖1 -α

L q , 1 -α =
q

5q - 6
,

‖ý u‖L q ≤ C‖ý u‖θL 2‖△u‖1 -θ
L q , 1 -θ =

3q - 6
5q - 6

.

从而有

‖△u‖L q +‖ý p‖L q ≤ (‖ý ut‖ + 1 +‖△φ‖2
L q +‖ý u‖

6q- 6
6q- 7 ) . (28)

将其代入 (27) ,有

d
d t∫| △φ |

q
dx ≤ f2 (‖ý u‖, ‖ut‖, ‖△φ‖L q ) +

1
8
‖ý ut‖

2
, (29)

其中 f2为与 f1有相同性质的函数.

联合 (17) , (26)与 (29)得

d
d t∫( | ut |

2
+| ý u |

2
+| △φ |

q ) dx +∫| ý ut |
2 dx ≤ f3 (‖ý u‖, ‖ut‖, ‖△φ‖L q ) ,

其中 f3为与 f1有相同性质的函数.因此 ,存在正常数 T,使

‖ut‖
2

+‖ý u‖2
+‖△φ‖q

L q +∫
T

0∫| ý ut |
2

dxd t≤ C　in　[ 0, T ]. (30)

由 (24)知

‖△u ( t)‖ +‖ý p ( t)‖≤ C, 　in　[ 0, T ], (31)

由 (25)知

‖ýφt‖≤ C　in　[ 0, T ], (32)

由 (27)知

∫
T

0
(‖△u‖2

L q +‖ý p‖2
L q ) d t≤ C　in　[ 0, T ]. (33)

从而完成定理的证明.
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