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欧拉应用分析于数论研究综述

唐志华 1 ,徐沥泉 2 ,徐利治 3
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[摘要 ]　扼要而又系统地综述了欧拉应用分析于数论研究的早期工作.其中有许多激动人心的数论公式与定

理.例如 ,关于自然数方幂倒数的无穷和公式、关于 Zeta函数的欧拉乘积公式、欧拉对 4平方数定理的思考与证

明 ,及其欧拉在解决这些问题的同时所创造的有关数论函数、分拆函数和理想数的概念等等.这些概念、定理或

公式都是欧拉首先发现并加以精确论证的.与众不同的是 ,他善于把一个纯数论问题变换为一个分析问题 ,事

实上欧拉的想法更具一般性.它足以展示欧拉的数学工作的深刻与广博.最后我们引述了欧拉发现的数论中几

个著名的级数公式和二次互反性定律 ,它们都是欧拉在数论文库中留给我们的宝贵遗产.
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Abstract:Here p resented is a brief introduction of Euler’s study. There are many exciting formulas and

theorem s such as Euler’s infinite summation formula about recip rocal sum with powers of the natural num2
bers and Euler’s infinite p roduct rep resentation. Another examp le is Euler’s thinking and p roving about

the p roof of Fermat’s four2square theorem, yielding the arithmetical function, the partition function, and

p rime ideal. These concep tions, theorem s, and formulas were all first discovered accurately by Euler’s

demonstrations. Euler was extraordinary at converting a p roblem of number theory into mathematical anal2
ysis. In fact, Euler’s ideas have become more generalized. These facts are enough to p rove that he had

extensive and deep knowledge of his subject. Finally, we quoted a few famous examp les of power series,

and the law of quadratic recip rocity which Euler found. They are all part of our p recious legacy in the li2
brary of number theory from Euler.
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　　如所知 ,自从 D irichlet之后 ,分析的方法在数论的研究中起到了非常重要的作用.其实 ,分析与数论之

间的相互关系在欧拉的工作中已经初见端倪 [ 1, 2 ]
.以下我们将力图构划出这一发展的初步轮廓.

数论中最重要的和最有趣味的研究对象渊源于几何级数∑
∞

k =0

x
k

=
1

1 - x
, | x | < 1的求和问题.它最早

由 N ico le O resme (1323～ 1382年 )作出.由于分析学的开始 ,利用逐项积分和 A bel’s极限理论等导致了

另一些级数.其中包括
π
4

= arc tan 1 = ∑
∞

k =1

( - 1) k - 1

(2k - 1)
等等.
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上述级数的发现 ,当时尽管是运用了一种朴素的与较为肤浅的方法 ,然而它却使得整数序列与它所满

足的一种简单的数学原理之间建立起了联系 ,从而产生了超越函数这个工具.下面我们来介绍一个特别重

要的例子 ,它与所谓的 Bernou lli(伯努利 ) 数有关 ,在数学中甚至在现代数学中都有着非常重要的应用.其

函数为 f ( x) =
x

e
x

- 1
,在单位圆盘内 ,它有一个收敛的幂级数表达式 : f ( x) =∑

∞

n =0

B n x
n

n!
, | x | < 1.其中的系

数 B n称为伯努利数 (它是 Jacob Bernoulli发现的 ).利用两个幂级数的 Cauchy (柯西 )积 :

∑
∞

m =0

am x
m ∑
∞

n =0

bn x
n = ∑

∞

r =0
∑

r

k =0

ak br- k x
r

可得关于求伯努利数的递归公式 ,如 B n = - ∑
n - 1

k =0

B k n!

k! ( n - k + 1) !
, 或记为 B 0 = 1,∑

n - 1

k =0

C
k
n B k = 0, n≥ 2[ 3 ]

.

所有的伯努利数 B n均为有理数 ,且有 :

B 0 = 1, B 1 = -
1
2

, B 2 =
1
6

, B 3 = 0, B 4 = -
1
30

, B 5 = 0, B 6 =
1
42

, B 7 = 0, B 8 = -
1

30
, ⋯

欧拉一直计算到 B 30. B k这一符号于 1713年首次出现在 Jacob B ernoulli的手稿中 ,伯努利用它来计算

自然数的方幂的和∑
ν
νk

, 1 ≤ν≤ n - 1,颇具趣味的这类和的计算问题甚至在费马之前就已经开始 ,而费

马本人也对此做了许多工作.今天 ,伯努利数不仅出现在数论中的许多地方 ,而且也出现在代数拓扑等其

它领域 ,人们已经发现它们与特别深刻的中心问题有关.以下我们会看到这些数的某些更为基本的性质.

首先 ,让我们用 ( n + 1)乘以递归公式的两端 ,得∑
n

k =0

C
k
n +1 B k = 0.用函数 p ( x) =∑

n

k =0

ak x
k标记此式 ,其

中 x代之以 B ,且不把 x
k看作是 x的方幂而作为相应的伯努利数 B k ,即得 : p (B ) : =∑

n

k =0

ak B k , 那么 ,该递推

公式可以表为非常紧致的式子 ※: (1 + B ) n +1
- B

n +1
= 0.

从上面的数表 (B 0至 B 12等 )我们可以得到如下的启示 :

注 　当 k是大于 1的奇数时 , B k = 0.

下面我们引入定理 1,这是欧拉最激动人心的定理之一.

定理 1[ 1 ]

∑
∞

n =1

1
n

2k = 22k - 1π2k
| B 2k | / (2k) !.

特别地 ,当 k = 1, 2, 3时可得 :

∑
∞

n =1

1
n

2 =
π2

6
, ⋯,∑

∞

n =1

1
n

4 =
π4

90
, ⋯,∑

∞

n =1

1
n

6 =
π6

945
.

推论 [ 1 ]　 | B 2k |从而
2k

| B 2k | →∞当 k →∞时.

由于研究∑n
- 2k这一级数 ,导致了另一个级数∑n

- s
, s∈N.这里当 s = 2k + 1时便产生了麻烦.以致

在今天 ,还没有找到类似于公式 ※的一个明确的级数表达式. M inkovski (敏可夫斯基 )给出了这些式子有

趣的和不同的解释.欧拉也许是第一位看到这些级数能应用于数论研究 ,他关于素数有无限多个的存在性

的证明就用到了调和级数∑n
- 1发散的这一事实.

如果我们假设素数只有有限多个 ,把乘积 ∏
p

1 -
1
p

- 1

(注 ,这里 p取遍所有的素数 ,因为假设素数

有限 ,所以 p是有限的 )中的每一个因子按照几何级数展开 ,并且根据算术基本定理中所说的每一个自然

数都可以惟一地表为若干个素数的幂的乘积这一事实 ,可得到

∞ > ∏
p

1 -
1
p

- 1

= ∏
p

(1 + p
- 1

+ p
- 2

+⋯) = ∑
∞

n =1

1
n

,

显然 ,这缺乏说服力 !

L. P. G. D irich le t (1805 ～ 1859年 )是系统地把分析法引入数论问题的人.此外他还考察了∑n
- s这
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个级数中 s取所有实数的情形.而 B. R iemann (黎曼 ) 则允许 s取复数 ,即把 s推广到复数的情形.

对 s≥ 1 +ε ( s∈ R, ε > 0) ,∑n
- ( 1 +ε)
优化了级数∑n

- s
,因为∑n

- s当 s≥ 1 +ε时一致收敛.它

定义为 s的连续函数 ,用称之为“Zeta”函数的级数来表示 ,一般记作ζ( s) ,可得

1
s - 1
≤∫
∞

1

1
x

s dx ≤ζ( s) ≤ 1 +∫
∞

1

1
x

s dx ≤ 1 +
1

s - 1
,

进而 , lim
s→1
ζ( s) ( s - 1) = 1,特别地 lim

s→1
ζ( s) = ∞. Zeta函数在 s = 1处有一个单极点 (1阶极点 ) .

假如我们把无穷乘积∏
p

(1 - p
- s ) - 1的每一个因子都按照几何级数展开 ,并且每一次都运用算术基本

定理 ,可以得到与上面类似的结果.对 s > 1的所有的实数 ,欧拉乘积的表示式如下 [ 4 ]
:

ζ( s) = ∑
∞

n =1

1
n

s = ∏
p

(1 - p
- s ) - 1

.

定理 2　∑
p

1
p

( p是素数 )发散.

证明 　 lim
s→1

( logζ( s) ) = ∞因为 lim
s→1
ζ( s) = ∞. 由于

logζ( s) = log ∏
p

(1 - p
- s )

- 1
= ∑

p

log 1
1 - p

- s = ∑
p
∑
∞

n =1

p
- ns

n
= ∑

p

p
- s

+∑
p
∑
∞

n =2

p
- ns

n
,

显而易见 , ∑
p
∑
∞

n =2

p
- ns

n
收敛.故当 s→ 1时 ,∑

p

p
- s发散.

从定理 2, 我们可以得到关于素数分布的第一个结论 :

素数比自然数的平方数要稠密得多.因为 ∑
∞

n =1

1
n

2 =
π2

6
< ∞,而∑

p

1
p
却发散.另外由定理 1我们可以

看到级数∑
p

1
p
发散得非常慢 ,它的部分和从第 5千万位之后的第一个数仍小于 4.

欧拉思考方式的另一个典型例子是试图证明 4平方数定理 ,即费马所述 :“任一自然数都可表为 4个

自然数的平方和”.该问题吸引了他数十年 ,但始终没有给出完整的证明 (对该定理的改进与化简 ,并给予

证明的第一人应归功于拉格朗日 ) .欧拉的方法是试图借助函数 f ( x) = 1 + x + x
4

+ x
9

+ x
25

+ ⋯,这里

| x | < 1.把函数 f
4 ( x)展开成幂级数 f

4 ( x) = ∑
∞

n =0

τ( n) x
n之后 ,再比较它们的系数 ,这里τ( n)表示可以

把 n改写成 4个数的平方和的数目.为了证实费马的猜测 ,只要能够揭示τ( n) > 0,但这恰恰是非常困难

的.多年之后 , C. G. J. Jacobi利用椭圆函数的理论成功地解决了.然而我们认为 ,当我们看到欧拉把一个纯

数论问题变换为一个分析问题的时候 ,是多么地不可思议.事实上欧拉的想法更具一般性.正如我们马上

要看到的在我们的一个相似问题的讨论中 ,对自然数的一个分拆是作为另一些自然数的和来描述的.所谓

两个分拆相同与否 ,只要看其被加数的序列相同与否.因此 ,我们总可以把对 n的一个分拆假设为

n = n1 + n2 +⋯ + nk ,这里 n1 ≥ n2 ≥⋯≥ nk.

设 p ( n)是 n的第 n个分拆. 1663年 ,莱布尼兹在给约翰·伯努利一世的一封信中提议对这些部分和进

行进一步的审查.对任意的 n要计算 p ( n)极为困难 ,正如上面考虑的τ( n) ,在这种情形下 p ( n)是一个数

论函数 ,即一个函数 f:Ν →Ν.欧拉把每一个这样的函数匹配给一个级数 F ( x) : =∑
∞

n =0
f ( n) x

n
, f (0) : = 1.

F称之为 f的生成函数.对自然数 n,如若 f ( n)不是非常迅速地趋向于无穷大 ,那么这些级数的收敛半径是

正的.当 f是分拆函数时 , Π | x | < 1,这些级数是收敛的.欧拉给出了下述定理 :

定理 3　对 | x | < 1,∑
∞

n =0
p ( n) x

n
= ∏
∞

m =1

1
1 - x

m , 　 ( p (0) = 1) .

证明 　首先我们按几何级数展开每一个因子 ,可得

∏
∞

m =1

1
1 - x

m = (1 + x + x
2

+⋯) (1 + x
2

+ x
4

+⋯) (1 + x
3

+ x
6

+⋯)⋯,

先不管它是否收敛 ,我们把等式右边的级数一项一项地乘起来 ,只要它们是多项式就总可以按照 x的方幂
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来进行排列 (不妨假设为升幂排列 ) .那么我们可以得到下列形式的幂级数∑a ( k) x
k ( a (0) : = 1) .现在

我们必须证明 a ( k) = p ( k) .在第 1个级数中取一项 x
k1 ,第 2个级数中取一项 x

2k2 ,一般地 ,在第 m个级数

中取一项 x
m km .那么这些项的积便是 x

k1 x
2k2⋯x

m km = x
k
.这里 , k = k1 + 2k2 +⋯ + m km .这最后的一个式子

便是数 k的一个分拆 (注 ,这个分拆应记为 pm ( k) ,它不等于 p ( k) ) .因为它只是从其中 m个幂级数中各取

一项相乘 ,即不大于 m的 k的一个分拆数.其中 pm ( k) ≤ p ( k) .只有当 m →∞时 pm ( k) = p ( k) .其中的任

意一项都给出一个 k的分拆 ;反之 , k的任意一个分拆也对应着一项 ,而且这个对应是一对一的.所以 a ( k)

= p ( k) .这还不是一个完整的证明 ,下面我们来把它补全.

首先设 x ∈ [ 0, 1) ,引进函数 Gm ( x) = ∏
m

k =1

1
1 - x

k , G ( x) = ∏
∞

k =1

1
1 - x

k = lim
s→1

Gm ( x) .

由此连乘积之定义 , G ( x)必在 x∈ [ 0, 1)上收敛.因为级数∑x
k是收敛的.对 x∈ [ 0, 1) ,级数 Gm ( x)

单调递增.因此 ,对每一个 m ,且 x∈ [ 0, 1) , Gm ( x) ≤G ( x) .因为 Gm ( x)是由有限个绝对收敛级数的乘积

组成的 ,所以 Gm ( x)也绝对收敛 ,且能表示为 Gm ( x) = ∑
∞

k =0

pm ( k) x
k
,这里 pm ( k)表示把 k分拆成不大于 m

的 k的分拆数 ,且规定 pm (0) : = 1.那么 ,当 m ≥ k时 , pm ( k) = p ( k) .因为 pm ( k) ≤ p ( k) , 当 m →∞时 ,

可得 lim
m→∞

pm ( k) = p ( k) .

把 Gm ( x)分解为两部分 : Gm ( x) =∑
m

k =0
pm ( k) x

k
+ ∑
∞

k =m +1
pm ( k) x

k
=∑

m

k =0
p ( k) x

k
+ ∑
∞

k =m +1
pm ( k) x

k
,因为 x≥

0, 故∑
m

k =0
p ( k) x

k ≤ Gm ( x) ≤ G ( x) . 因此 , ∑
∞

k =0
p ( k) x

k收敛. 又因为 pm ( k) ≤ p ( k) , 故 ∑
∞

k =0
pm ( k) x

k ≤

∑
∞

k =0
p ( k) x

k ≤G ( x) .因此 ,级数∑
∞

k =0
pm ( k) x

k对所有的 m一致收敛 ,从而

G ( x) = lim
m→∞

Gm ( x) = lim
m→∞∑
∞

k =0
pm ( k) x

k
= ∑
∞

k =0
lim

m→∞
pm ( k) x

k
= ∑
∞

k =0
p ( k) x

k
.

至此 ,对 x∈ [ 0, 1)欧拉公式得证.完全类似地 ,我们可证明当 x∈ ( - 1, 0 ]的情形.由于分析的连续性 ,可

以证明欧拉公式在 x ∈ ( - 1, 1)成立.

如果用 q ( n)表示把 n分拆为奇数时 n的分划数 , r( n)表示把 n分拆为另一些不同分拆的分划数 ,那

么 , q和 r的发生函数可以用类似的方法找到.

定理 4　 (欧拉 ) .
1

(1 - x) (1 - x
3 ) (1 - x

5 )⋯
是 q的一个发生函数 ,而 (1 + x) (1 + x

2 ) (1 + x
3 )⋯则

是 r的一个发生函数.前者可以用类似于定理 1的方法加以证明 ,后者则是显然的.

定理 5　 (欧拉 ) . q ( n) = r( n) .

其证明并不难 ,只要借助于相应的发生函数即可.我们恰好看到它们发生迭合.证明如下 :

比较系数 ,事实上 ,

(1 + x) (1 + x
2 ) (1 + x

3 )⋯ =
(1 - x

2 ) (1 - x
4 ) (1 - x

6 )⋯
(1 - x) (1 - x

2 ) (1 - x
3 )⋯

=
1

(1 - x) (1 - x
3 ) (1 - x

5 )⋯
.

如果不借助于发生函数这个工具 ,定理的证明是困难的.例如 , Hardy、W right是用数论本身加以证明的.

最后我们给出欧拉的另一条定理.

让我们关注∏
∞

m =1

(1 - x
m ) ,这是 p的发生函数的倒数.把乘积展开即为

(1 - x) (1 - x
2 ) (1 - x

3 ) (1 - x
4 ) (1 - x

5 ) (1 - x
6 ) (1 - x

7 )⋯ = 1 - x - x
2

+ x
5

+ x
7

- x
12

- x
15

+⋯

这个级数并不遵循一个明显的规律.欧拉证明了 :

定理 6

∏
∞

m =1

(1 - x
m ) = ∑

∞

k = - ∞

( - 1) k
x

3k2 +k
2 : = ∑

∞

k =0

( - 1) k
x

3k2 - k
2 + x

3k2 +k
2 .

第一个给出此结果“自然的”证明的人是 Jacob i,他再次在椭圆函数理论的范围内给出证明.
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在本文的结尾 ,我们将再给出几个例子 ,它足以展示欧拉的数学工作的深刻与广博.其中的某些例子

反映了他的深刻的洞察力 ,另一些例子则是非常奇特的 ,其中的每一个例子都与数论有着某种联系.这些

结果中的某些问题我们在以后还将更为详细地去讨论它们.

以下的几个公式看起来并不难理解 ,但要证明它在当时来说却并非易事.例如 :

∫
∞

0

sinx
x

dx =
π
2

,∫
∞

0
sinx

2 dx =
1
2
π
2

, 1 -
1
2

+
1
4

-
1
5

+
1
7

- ⋯ =
π

3 3
.

于是就有了另一些公式 ,要证明它们是非常困难的 ,乍看起来更令人费解 ,例如 :

1 - 2
m - 1

+ 3
m - 1

- 4
m - 1

+⋯
1 - 2

- m
+ 3

- m
- 4

- m
+⋯

=
1·2·3·⋯· (m - 1) (2

m
- 1)

(2
m - 1

- 1)πm cos
mπ

2
.

如果人们对它进一步观察 ,那么就会发现它就是关于 Zeta函数的函数方程.在欧拉的通信集与论文集中

有着各种精确的定理 ,对他们欧拉并没有给出证明 ,甚至连确切的说明也没有.其中有些数如

d = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 18, 21, ⋯, 1 320, 1 365, 1 848 (总共 65个 ) .

具有如下的性质 :

如果 ab = d,且若一个数可以惟一地表为 ax
2

+ by
2的形式 ,这里 ax, by与素数相关 ,那么这个数就具

有形式 p, 2p或者 2
k
,这里 p是素数.特别地对任何大于 1的奇数 ,它若能惟一地表为这种形式的话 ,则必为

素数.欧拉称这些数为“理想数 (适宜数 )”,因为它们可以用于对于素性的试验. 对 d = 57 (19 ×3) ,他给

出了如下的一个应用 , 1000003就是一个素数 ,因为它可以惟一地表为 19·82
+ 3·5772

.当 d = 1 848 ( =

1 ×1 848) ,便产生 18518807这一素数 ,它可惟一地表为 197
2

+ 1 848·100
2
.

欧拉的 65个数是否是仅有的“理想数”,目前除了 d = 1, 2 3的情形外仍未解决.欧拉提示了它们具有

所需性质.在 d = 1的情形下 ,显然它直接与费马的 2平方数定理相关.

下面显然是一个极妙的论述 : x
2

+ x + 41这个式子中当 x = 0, 1, 2, ⋯, 39时都是素数.

当然人们可以很容易地一一检验. 但是 , 这样的一个结果是怎样发现的 , 其理由是什么 ? (域

Q - 163有类数 1. )

容易验证下列纯代数公式是成立的 (这里应用欧拉的记号 ,以 xx代之以 x
2 ) :

( aa + bb + cc + dd) ( pp + qq + rr + ss) = xx + yy + zz + vv .

这里 , x = ap + bq + cr + ds, y = aq - bp ±cs º d r, z = a r º bs - cp ±dq, v = as ±br º cq - dp.

显然 ,它表示 4个平方数的和与另 4个平方数的和的乘积等于又一个 4个平方数的和.它也意味着人

们在费马的 4平方数定理的证明中只限于 (涉及到 )素数.

我们运用二次互反性定理的陈述来结束本文的讨论.这一定律是由欧拉发现的 ,但没有给予证明 :

一个素数 s是一个奇素数 p的一个平方模数 ,当且仅当 ( - 1)
1

2 ( p- 1) p是一个平方模数 s.

以上扼要而又较为系统地综述了欧拉应用分析于数论研究的早期工作 ,它们都是欧拉在数论文库中

留给我们的宝贵遗产.据统计 ,欧拉留给后人的丰富的科学遗产中 ,分析、代数、数论占 40% ;其它的覆盖

了物理学、力学、几何学、天文学、弹道学与航海学等各个领域.尽管欧拉是属于两个多世纪前的数学家 ,但

是他的富于成果的治学方法、献身科学的奋斗精神和纯洁高尚的道德风范 ,却是值得后人永远学习

的 [ 5 ]、[ 6 ]
.
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