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[摘要 ] � 利用 Lyapunov函数法,讨论了非线性时变控制系统第一类标准型的绝对稳定性和第二类标准型、一

般非线性时变控制系统及时变大系统的渐近稳定性,得到了时变控制系统平凡解绝对稳定、渐近稳定的一些充

分性判据,这些判据只与系统自身的参数有关.
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Abstract: By using Lyapunov function, the abso lute stab ility of the first standard type of nonlinea r tim e�

variant contro l system s and the asym ptotic stability o f the second standa rd type o f non linear tim e�var iant

contro l system, genera l nonlinear tim e�var iant con tro l systems and tim e�var iant large�scale sy stem s are

studied, and som e sufficient criter ions are achieved. These c riter ia are just concerned w ith the param e ters

o f itse l.f
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0� 引言

在分析与设计一个控制系统时, 常有多种性能指标需要考虑, 其中最为重要的是系统的稳定性问题.

从工程实际控制的角度看,不稳定的系统不能实现预期的目标.然而, 对于时变非线性控制系统的稳定性

研究较常系数系统而言更为复杂,研究的成果不是很多,已有的论文中主要是针对一些特殊的时变线性和

非线性控制系统的研究, 采用的方法多是利用 Lyapunov函数法、系统分析理论及引用集合绝对稳定概念

研究中间变量 �的情况,或利用关于部分变元绝对稳定来研究系统的渐近或绝对稳定性. 本文通过构造

Lyapunov函数, 结合比较原理和许瓦兹不等式,对时变控制系统的绝对稳定性或渐近稳定性进行了研究,

得到了只与系统自身参数有关的充分条件,这些充分条件形式简洁, 易于检验, 对于研究时变系统的稳定

性,具有一定的指导作用.

1� 引理

引理 1
[ 1] � 设 B是一个有负的对角元素而所有其它元素非负的矩阵, x ( t; x0, t0 )及 y ( t; x 0, t0 )分别是

�x  Bx, �y = By的解,且 x0 = y0,则当 t0  t < + ! 时, x ( t; x0, t0 )  y ( t; x0, t0 ).

引理 2
[ 2]

� 设 a > 0, b > 0,则当 0  z < + ! 时,有 - az
2
+ bz  - a

2
z
2
+
b

2

2a
.

引理 3
[ 3] � 对于常系数控制系统,若系数矩阵A满足洛茨 � � � 霍维兹条件 (A的特征根都具有负的实
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部 ),则系统的平凡解为渐近稳定.

2� 时变控制系统第一标准型 [ 4]

第一标准型为:

dxi

dt
= - �i ( t )x i + f (� ), i = 1, 2, ∀, n,

� = #
n

i= 1

r i ( t) xi.

( 1)

式中 x ( t) = (x 1 ( t), ∀, xn ( t ) )
T
是 n维向量函数, �i ( t), ri ( t)连续, �i ( t ) > 0;当 � ∃ 0时, 0 < �f (� )  

k�
2
; f ( 0) = 0, k > 0为常数, f ( � )连续且保证系统 (1)的解存在且惟一.

定理 1� 在系统 (1)中,若 0 <  < �i ( t), | ri ( t) |   1 ( i = 1, 2, ∀, n ),则系统 (1)的平凡解在角域

[ 0, k ] 内绝对稳定的充分条件为:  1 <
 
nk
.

证明 � 对系统 ( 1) 作 Lyapunov函数 v( x1, ∀, xn ) = #
n

i= 1
x

2
i ( t). 对系统 (1)有

� � dv
dt ( 1)

= 2#
n

i= 1

x i
dx i

dt
 -  x

2
1 +

f
2
(� )
 

+ -  x
2
2 +

f
2
( �)
 

+ ∀ + -  x
2
n +

f
2
( �)
 

 

-  #
n

i= 1
x

2
i +

n
2
k

2
 

2
1

 #
n

i= 1
x

2
i =

( n
2
k

2
 

2
1 -  

2
)

 
%x% 2

.

由条件:  1 <
 
nk
,可得 dv

dt ( 1)
< 0.故系统 (1)的平凡解在角域 [ 0, k ]内绝对稳定.

3� 时变控制系统第二标准型 [ 5]

第二标准型为:

dxi

dt
= - �ixi + �, i = 1, 2, ∀, n,

d�
dt
= #

n

i= 1

!i ( t )x i ( t) - R ( t) � - r( t )f (� ).

( 2)

式中 �i ( t ), !i ( t), R i ( t), r i ( t)连续, �i ( t) > 0; f (� )连续且满足解的存在惟一性条件;当 � ∃ 0时, 0 <

�f ( �) < k�
2
; f ( 0) = 0.

定理 2� 在系统 ( 2)中,若 �i ( t ) &  > 0, | !i ( t) |  b ( i = 1, 2, ∀, n), r( t ) & 0, R ( t ) & R
*
> 0,

则系统 ( 2)的平凡解渐近稳定的充分条件为: nb <  R
*
.

证明 � 对系统 ( 2) 作 Lyapunov函数 v1 = #
n

i= 1

x
2
i , v2 = �

2
. 对系统 (2)有

dv1

dt ( 2)
= 2#

n

i= 1
xi

dxi

dt
 #

n

i= 1
( - 2 x

2
i + 2 | xi | | � | )  #

n

i= 1
-  x

2
i +

�
2

 
= -  v1 +

n

 
v2.

dv2

dt ( 2)
= 2�

d�
dt

 2#
n

i= 1
-
R

*
�

2

n
+ bi | xi | | � |  2#

n

i= 1
-
R

*
�

2

2n
+
nb

2
i x

2
i

2R
*

 - R*
v2 +

nb
2

R
* v1.

考虑辅助系统

dv
*
1

dt
= -  v

*
1 +

n

 
v
*
2 ,

dv
*
2

dt
=
nb

2

R
* v

*
1 - R

*
v
*
2 .

( 3)

系统 (3)是常系数线性控制系统,它的平凡解为渐近稳定的充要条件为:  R
*
-
n

2
b

2

 R
* > 0,即
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nb <  R
*
. ( 4)

因此,若系统 (3)的平凡解是渐近稳定的,则 lim
t∋ !
v
*
1 = lim

t∋ !
v
*
2 = 0.

由引理 1可知, v1  v
*
1 , v2  v

*
2 ,则 lim

t∋ !
v1 = lim

t∋ !
v2 = 0.而 v1 = #

n

i= 1
x

2
i, v2 = �

2
,则 l im

t∋ !
x1 = lim

t∋ !
x2 = ∀

= lim
t∋ !
xn = 0.故当条件 (4)成立时,系统 (2)的平凡解渐近稳定.

4� 一般时变控制系统

一般时变控制系统为:

x i
(

= #
n

j= 1
aij ( t) xj + bi ( t) f i (� ), i = 1, 2, ∀, n,

� = #
n

i= 1

ci ( t )x i + �f (� ).

( 5)

式中 f ( �), f i (� )连续, f ( 0) = 0, f i (0) = 0, �< 0. 设  i > 0, ki > 0, k > 0,且均为常数 ( i = 1, 2, ∀, n ),

给出如下记号:

( I) a ii ( t )  -  i ( i = 1, 2, ∀, n );

( II) 0 < �f ( �) < k�
2
, 0 < �f i (� ) < ki �

2
, � ∃ 0 ( i = 1, 2, ∀n).

定理 3� 若系统 ( 5) 满足下列条件:

( 1) aii ( t) ( i = 1, 2, ∀, n )满足条件 ( I), f (� ), f i (� ) ( i = 1, 2, ∀n)满足条件 ( II);

( 2) ∀i = sup
t0 t< + !

{ 2ki | bi | | ci | }, #ij = sup
t0 t< + !

{ ( | aij | + ki | bi | | cj | )
2
}, 则系统 (5)渐近稳定的充

分条件为:  i - ∀i & 0 ( i = 1, 2∀, n),且

- (  1 - ∀1 )
n#12

 1

∀
n#1n

 1

n#21

 2

- ( 2 - ∀2 ) ∀
n#2n

 2

∀ ∀ ∀ ∀

n#n1
 n

n#n 2

 n
∀ - ( n - ∀n )

( 6)

满足洛茨 � � � 霍维兹条件.

证明 � 对系统 ( 5) 作 Lyapunov函数 v1 = x
2
1, v2 = x

2
2, ∀, vn = x

2
n.

由于 �< 0, �f ( �) > 0,则 | � |  | � - �f (� ) | = #
n

j= 1
cjxj  #

n

j= 1

| cj | | xj |,故对系统 ( 5) 有

� �
dvi

dt ( 5)
= 2xi

dxi

dt
 - 2 i

n
- ∀i x

2
i + 2#

n

j= 1
j∃ i

-
 i
2n
x

2
i +

n

2 i
( | a ij | + ki | bi | | cj | )

2
x

2
j

 

� - ( i - ∀i ) vi + #
n

j= 1
j∃ i

n

 i
#ij vj ( i = 1, 2, ∀, n).

考虑辅助系统

dv
*
i

dt
= - (  i - ∀i ) v

*
i + #

n

j= 1
j∃ i

n
 i
#ij v

*
j ( i = 1, 2, ∀, n ). ( 7)

显然, 系统 (7)是常系数线性系统,其对应的系数矩阵即为 (6)式. 因此,当  i - ∀i & 0 ( i = 1, 2∀,

n),且 ( 6)式满足洛茨 � � � 霍维兹条件时, 系统 ( 7) 的平凡解渐近稳定,则

lim
t∋ !
v
*
1 = lim

t∋ !
v
*
2 = ∀ = lim

t∋ !
v
*
n = 0.

由引理 1可得 lim
t∋ !
v1 = lim

t∋ !
v2 = ∀ = lim

t∋ !
vn = 0.而 v1 = x

2
1, v2 = x

2
2, ∀, vn = x

2
n,故有
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l im
t∋ !
x1 ( t) = l im

t∋ !
x2 ( t) = ∀ = lim

t∋ !
xn ( t ) = 0,

即系统 ( 5)的平凡解为渐近稳定的.

5� 时变大系统

xi
(
= #

n

j= 1

a ij ( t) xj + bif i (� ),

�
(
= #

n

i= 1
ci ( t) xi - r ( t) �.

( 8)

设 A ( t) = ( a ij ( t) )n )n, a ij ( t)连续有界 ( i, j = 1, ∀, n ),将矩阵 A ( t )分块,得

A ( t) =

A 11 ( t) ∀ A 1m ( t)

∀ ∀ ∀
Am 1 ( t) ∀ Amm ( t )

,

其中 Ars ( t)是 nr ) n s矩阵 ( r, s = 1, 2, ∀, m; n1 + ∀ + nm = n),给出如下记号:

d11 = sup
t0 t< + !
j= 1, 2, ∀, n 1

aj j ( t ) + #
n1

i= 1, j∃ i

| a ij ( t) | ,

d12 = sup
t0 t< + !

j= n 1+ 1, ∀, n1+ n2

#
n1

i= 1
| aij ( t) | , ∀

d1m = sup
t0 t< + !

j= n-nm+ 1, ∀, n

#
n1

i= 1

| aij ( t) | ;

d r1 = sup
t0 t< + !
j= 1, 2, ∀, n

1

#
n 1+ ∀+ nr

i= n 1+ ∀+ nr- 1+ 1
| a ij ( t) | , ∀

d rr = sup
t0 t< + !

j= n1+ ∀+n r- 1+ 1, ∀, n 1+ ∀+ nr

aj j ( t ) + #
n1+∀+ nr

i= n1+∀+ nr- 1+ 1, j∃ i

| aij ( t) | ( r = 2, 3, ∀, m ), ∀

d rm = sup
t0 t< + !

j= n-n
m
+ 1, ∀, n

#
n1+∀+ nr

i= n1+∀+ nr- 1+ 1
| aij ( t ) | ( r = 2, 3, ∀, m - 1);

B1 = #
n 1

i= 1

| bi |, B2 = #
n1+ n2

i= n1+ 1

| bi |, ∀, Bm = #
n

i= n- nm + 1

| bi |;

∃1 = m ax
i= 1, ∀, n1

{ ki }, ∀, ∃m = m ax
i= n- nm+ 1, ∀, n1

{ ki };

C1 = sup
t0 t< + !
j= 1, 2, ∀, n1

{ | cj ( t) | }, C2 = sup
t0 t< + !

j= n1+ 1, ∀, n1+ n2

{ | cj ( t ) | }, ∀, Cm = sup
t0 t< + !

j= n- nm+ 1, ∀, n

{ | cj ( t) | }.

取 v1 = #
n 1

i= 1
| xi |, v2 = #

n1+n 2

i= n 1+ 1
| x i |, ∀, vm = #

n

i= n- nm+ 1
| xi |, vm+ 1 = | � |作为大系统 ( 8)的 Lyapunov

函数, 则

dv1

dt ( 8)
= #

n1

i= 1
%(x i ) xi

(

 #
n1

j= 1
ajj ( t) | xj | + #

n 1

i= 1, j∃ i

| aij ( t) | | xj | + #
n1+n 2

j= n 1+ 1
#
n 1

i= 1
| a ij ( t) | | xj | + ∀ +

#
n

j= n- nm + 1
#
n 1

i= 1
| a ij ( t) | | xj | + #

n1

i= 1
| bi | | fi ( �) |  d11v1 + d12v2 + ∀ + d1m vm + B1 ∃1vm+ 1.

同理可得

dvr

dt ( 8)
 d r1v1 + d r2v2 + ∀ + d rm vm + B r ∃rvm+ 1, r = 2, 3, ∀, m,

dvm+1

dt ( 8 )
= %( �) ��  C 1v1 + C 2v2 + ∀ + Cm vm - r

*
vm+ 1.
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考虑辅助系统

dv
*
1

dt
= d11v

*
1 + d12v

*
2 + ∀ + d1m v

*
m + B1 ∃1v

*
m+ 1,

∀

dv
*
m

dt
= dm1v

*
1 + dm2v

*
2 + ∀ + dmm v

*
m + Bm ∃m v

*
m+ 1,

dv
*
m+ 1

dt
= C 1v

*

1 + C 2v
*

2 + ∀ + Cm v
*

m - r
*
v
*

m+ 1.

( 9)

系统 (9)是常系数线性系统,若 d ii < - & < 0 ( i = 1, 2, ∀, m ), &是正常数, 且 (9)的系数矩阵

d11 d12 ∀ B1 ∃1

∀ ∀ ∀ ∀

dm 1 dm 2 ∀ Bm ∃m

C1 C2 ∀ - r
*

(m+ 1) ) (m+ 1)

(10)

满足洛茨 � � � 霍维兹条件,则系统 ( 9) 的平凡解渐近稳定.

由引理 1可得 lim
t∋ !
v1 = lim

t∋ !
v2 = ∀ = lim

t∋ !
vm = lim

t∋ !
vm+ 1 = 0. 而 v1 = #

n 1

i= 1
| xi |, v2 = #

n1+n 2

i= n 1+ 1
| xi |, ∀,

vm = #
n

i= n- nm + 1

| xi |, vm+ 1 = | � |,则

l im
t∋ !
x1 ( t) = l im

t∋ !
x2 ( t) = ∀ = lim

t∋ !
xn ( t ) = 0.

因此,系统 ( 8) 的平凡解渐近稳定. 从而得到如下定理:

定理 4� 对于系统 ( 8),若满足下列条件: ( 1) aij ( t ) ( i, j = 1, 2, ∀, n )满足条件 ( I) ; (2) f i ( �) ( i =

1, 2, ∀, n)满足条件 ( II); ( 3) r i ( t) > r
*
> 0, ci ( t ) ( i = 1, 2, ∀, n )是有界的; ( 4) d ij, B i, C i ( i, j = 1,

2, ∀, m )如上定义,则系统 ( 8)的平凡解渐近稳定的充分条件为: d ii < 0 ( i = 1, 2, ∀, n),且 ( 10)式满足

洛茨 � � � 霍维兹条件.
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