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[摘要 ] � 对于连通图 G,矩阵 Q (G ) = D (G ) + A (G )称为图 G 的拟拉普拉斯矩阵, 其中 D (G )为图的度对角矩

阵, A (G )为图的邻接矩阵. 本文利用矩阵的一些性质,推导出连通图的拟拉普拉斯谱半径的一个上界.并将该上

界与已有的一些结论结合具体图例作了优越性比较.
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Abstrac t: LetG be a connected g raph, its quas-i Lap lac ian m atrix isQ (G ) = D (G ) + A (G ), w he reD (G ) is the d iago-

nal m atr ix o f its vertex degrees andA (G ) is its ad jacencym atrix. U sing som e properties o fm atr ix, a sharp upper bound

on the quas-iLaplac ian spectra l rad ius o f connec ted g raphs is ob tained, and the super ior ity o f the upper bound is com-

pared w ith othe r bounds through some g raphs.
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� � 设 G = (V, E )为 n阶无向简单连通图,其顶点集为 V = { v1, v2, �, vn },其边集为 E = { e1, e2, �, em }.

令 d i表示顶点 vi的度 ( i = 1, 2, �, n ),且有 d1 � d2 � �� dn. A ( G ) = ( aij )n �n及D ( G ) = d iag( d1, d2,

�, dn )分别为图 G的邻接矩阵和度对角矩阵, 则 L (G ) = D (G ) - A (G )称为图 G的拉普拉斯矩阵, Q ( G )

= D (G ) + A (G )称为图 G的拟拉普拉斯矩阵.

图 G的拟拉普拉斯矩阵 Q (G )的所有特征值排成的序列称为图 G的拟拉普拉斯谱,其中最大特征值

�1称为图 G的拟拉普拉斯谱半径.

显然 Q (G )是一个实对称非负不可约矩阵, 其所有特征值均为实数, 我们用序列

�1 ( G ) � �2 (G ) � � � �n (G )

来表示,在不引起混淆的情况下将 �i (G )简记为 �i, 1 � i � n.

目前对图的邻接谱,拉普拉斯谱的研究已经有了非常多的结论,甚至专著. 但对拟拉普拉斯谱的研究

相对不多,其实对拟拉普拉斯谱的研究也具有一定的应用价值. 我们可以看到图 G的拟拉普拉斯矩阵

Q (G ) 和图 G的线图 LG 的邻接矩阵有着密切的联系,若 M是图 G的点边关联矩阵, 则有

Q (G ) = D (G ) + A (G ) = M (G )M
T
(G ),

A (LG ) = M
T
(G )M (G ) - 2I,

PA (L G )
= ( x + 2)

m- n
PQ (G ) ( x + 2),

其中 PM (x ) = de t( xI - M )指矩阵M的特征多项式.所以我们可以借助于线图的邻接谱来研究图的拟拉
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普拉斯谱.同时, 我们发现对于有些图研究其拟拉普拉斯谱或其线图的谱比直接研究其自身的邻接谱会更

有效, 并且研究图的拟拉普拉斯谱可以反映图的某些特性.

显然,图的拟拉普拉斯谱半径有如下性质:

性质 1� 设 G是 n阶简单连通图, 则有:

( 1) �1 (G ) � 2�;

( 2) �1 (G ) � max{d i + dj: v ivj � E (G ) }.

同时,拟拉普拉斯谱半径和拉普拉斯谱半径有这样的关系:

�1 (G ) � �1 (G ),

两个谱半径的有些上界是非常类似的.

下面我们列出一些已有的结论:

定理 1
[ 1] � 设图 G = (V, E )为 n个顶点 m条边的简单图, 顶点的度序列 � = (d1, d2, �, dn )且满足

d1 � d2 � � � dn, 则图 G的拟拉普拉斯谱半径 �1 (G ) 有:

�1 (G ) � d1 + 2m + d1 ( dn - 1) - dn ( n - 1).

定理 2
[ 2] � 设图 G = (V, E )为 n个顶点 m条边的无向简单图,且 G无孤立点,则 G的拟拉普拉斯谱

半径 �1 (G )有:

�1 (G ) � 4m + 2�
2
+ 2(�- 1) �- 2�( n - 1),

其中 �, �分别为图 G的最大度和最小度,等号成立的充要条件是图 G为一些顶点度相同的正则图的并.

定理 3
[ 3] � 设图 G = (V, E )为 n个顶点 m条边的无向简单图, 则

�1 (G ) � 1
n
(2m + m [ ( n - 1) ( n

2
- 4m ) + 2mn] ) ,

其中等号成立时当且仅当 G是完全图 K n.

1� 主要结论

引理 1
[ 4] � 设 B是一个实对称阵, 令 B = ( bij ) n �n, �为 B的一个特征值且其对应的特征向量为 X =

( x1, x2, �, xn )
T
,其中 xi � 0( i = 1, 2, �, n ), 则有:

m in
1� i� n

S i (B ) � �� m ax
1� i� n

S i (B ),

其中 S i = �
n

j= 1

bij,即 B中第 i行元素的和.

引理 2
[ 4] � 设 B是一个 n阶的实对称阵,令 �为 B的一个特征值且其对应的特征向量为X = ( x1, x2,

�, xn )
T
,其中 x i � 0( i = 1, 2, �, n),则有:

m in
1 � i� n

S i ( p (B ) ) � p (�) � max
1� i� n

S i ( p (B ) ),

其中 p (� ) 表示一任意多项式, S i表示 p (B )中第 i行元素之和.

下面我们针对连通图研究其拟拉普拉斯矩阵的特征值, 其中所用的记号见文献 [ 5-7] , 同时对连通性

的考察见参考文献 [ 8, 9] .

定理 4� 设图 G = (V, E )为具有 n个顶点 m条边的简单连通图, 且顶点的度序列满足 d1 � d2 � �
� dn, Q ( G ) = D (G ) + A (G )为 G的拟拉普拉斯矩阵,令 �1为 Q ( G )的最大特征值,即图 G的拟拉普拉斯

谱半径,则有

�1 �
d1 + 2d i - 1 + ( d1 + 1)

2
+ 4( d1 - d i ) ( 2i- 3 - d i )

2
,

其中 1 � i � n.

证明 � 当 i = 1时,不等式即为 �1 (G ) � 2d1, 由引理 1可知该结论显然成立.

当 2 � i � n时,设 d1 � d i, 则图 G的拟拉普拉斯矩阵 Q (G ) 的分块形式为

Q11 Q12

Q21 Q22

,
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其中 Q11为一个 ( i - 1) � ( i - 1)的矩阵, Q22为一个 ( n - i + 1) � ( n - i+ 1)的矩阵.

设 x为一个不大于 1的正实数,取可逆矩阵

U =
x Ii- 1 0

0 In- i+ 1

,

则

U
- 1

=

1
x
Ii- 1 0

0 In- i+ 1

,

K (G ) = UQ (G )U
- 1

=

Q11 xQ12

1
x
Q21 Q 22

.

考虑矩阵 K (G ) 的行和 ( r1, r2, �, rn ),首先考虑前 i - 1行的行和,显然第一行的行和最大,则

r1 = d1 + �
i- 1

j= 1
a1j + x�

n

j= i

a1j = d1 + xd1 + ( 1 - x )�
i- 1

j= 1
a1j �

( 1 + x )d1 + ( 1 - x ) ( i - 2). ( 1)

接着考虑第 i行到第 n行的行和,显然第 i行的行和最大,则

ri = di +
1

x �
i- 1

j= 1
a ij + �

n

j= i

aij = 2d i + (
1

x
- 1)�

i- 1

j= 1
aij �

2d i + (
1
x

- 1) ( i - 1). ( 2)

显然,

m ax{ r1, r2, �, rn } � max{ ( 1 + x ) d1 + ( 1 - x ) ( i- 2), 2d i + (
1

x
- 1) ( i - 1) }.

令

(1 + x ) d1 + (1 - x ) ( i - 2) = 2d i + (
1
x
- 1) ( i- 1),

可得到:

(d1 - i + 2)x
2
+ ( d1 + 2i- 3 - 2d i )x - ( i- 1) = 0.

解该方程得:

x =
- ( d1 + 2i - 3 - 2d i ) + (d1 + 1)

2
+ 4( d1 - d i ) ( 2i - d i - 3)

2( d1 - i+ 2)
.

易验证, d1 = d i时, x = 1, d1 > d i时, 0 < x < 1, 而另一个根由于 x是不大于 1的正实数, 故舍去.将

其代入 ( 1)式, 有:

�1 ( G ) � ( 1 + x ) d1 + ( 1 - x ) ( i- 2) = ( d1 + i- 2) + ( d1 - i + 2) x =

d1 + 2d i - 1 + ( d1 + 1)
2
+ 4( d1 - d i ) (2i- 3 - d i )

2
.

从上述定理我们看到结论中的 i的任意性,所以我们可以进一步得到下面更强的结论:

定理 5� 设图 G = (V, E )为具有 n个顶点 m条边的简单连通图, 且顶点的度序列满足 d1 � d2 � �

� dn,则图 G的拟拉普拉斯谱半径 �1有:

�1 � m in
1� i� n

{
d1 + 2d i - 1 + (d1 + 1)

2
+ 4( d1 - d i ) ( 2i - 3 - d i )

2
} .

定理 6� 设图 G = (V, E )为具有 n个顶点 m条边的简单连通图,且顶点的最大度为 �,次大顶点度为

��, 若 G中有 p个顶点度为 �, 则图 G的拟拉普拉斯谱半径 �1有:

�1 (G ) � �+ 2��- 1 + ( �+ 1)
2
+ 4(� - ��) (2p - 1 - ��)
2

.
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证明 � 将 � = d1, ��= d i, p = i - 1代入定理 5,即可得到该结论.

我们选择顶点数分别为 5、6、7的 3个简单图 (图 1 ~ 3)来具体说明定理 4中所提上界的优越性,将定

理 4,定理 1, 2, 3中的上界分别记为上界 1,上界 2,上界 3,上界 4,列表如下:

表 1� 几个上界优越性的比较

Tab le 1� The superiori ty com par ison o f som e bounds

图 �1 (G ) 上界 1 上界 2 上界 3 上界 4

图 1 7. 758 8 8. 449 5 9. 123 1 9. 165 2 8. 9687

图 2 5. 778 5 6. 372 3 6. 828 4 6. 928 2 6. 3192

图 3 6. 757 0 7. 000 0 7. 741 7 7. 746 0 9. 1493

� � 由此可见,该结果相比较而言具有一定的优越性.
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