31 3 ( ) Vol 31 Na 3
2008 9 JOURNAL OF NANJING NORM AL UNN ERSITY (N atural Science Edition) Sep 2008

1K 50 B 0 7 4 5 47

PRI A

( , 210097)
[ ] . AECTT WECT™.  Xxecm™
(W1HAWXWA =A, (W2)XWAWX=X (W3)AWX = XWA,
X A w , Al Al , Cline
G reville
[ ] ) ) )
[ 102416 [ 1A 1 1001-4616( 2008) 03-0001-05

Existence Conditions and E xpressions forW eighted
G roup Inverses of R ectangular M atrices

Chen Yongln
(School of M athem atics and Can puter Science Nanjing Nom alUniversity, Nanjing 210097 China)
Abstract Cen has defined a weighted group inverse of rectangularmatrices LetA€ C"*" and WE C"™". IfXE C" ™"
satisfies he system of matrk equatins
(W1HAWXWA =A, (W2)XWAWX=X (W3)AWX =XWA,
thenX & calkd thew eighted goup nverse of A and denoted byA%,. New existence conditions and nev expressions for

the nverse A’ were given and an existence conditbn and several express bns for he w eigh ted group nverseA . ofA
W g Xp group oW

defined by Cline and Greville were also given
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. [1] : AECTWECT. XeE(C (
W- )
(WHAWXWA = A, (W2)XWAWX = X, (W3)AWX = XWA
, X A w , A , Cline Grevilled”
Drazin VEY Al , [1] Cline
Grevilld”
Al Ay , [1] ;
Clne Grevilld? , [3]
Drazn .
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(2) AW )] (WA ) . rankAW = rank WA = rankA.
(3) R(WA) ON(A) = C" N(AW) OR(A) = C".
(4) rankAWA = rankA ( AWAX = A XAWA = A ).
(5)owp Y.
(1)=>(2): W- X, (W1JAWX,WA = A rankAW = rank A = rank
WA. (W1) (W3) (AW )’X,= A X, (WA)® = A,

rank(AW)”> = rankA = rankAW  rank(WA )’ = rank A = rank WA.
(AW)" (WA)'

(2)=>(3): (AW)" R(AW ) ON (AW) = C", (WA)" R(WA) ON (WA ) =
', R(AW) =R(A) N(WA)=N(A) (3) .
(3)=(4): R(WA)ON(A)=C" A, R(AWA) =R(A), rank A WA
= rankA. AWAX = A XAWA = A
(4)<=(5): rank AWA = rank POWPQ = rankQWE, QWP r , r= rank A, rank
AWA = rankA owP .
(5)=(1): QWP ., Xo=P(QWP)’0. X, W- .
1 A=PQ . W Xo, R(Xo) = R(A) =R(P) N (Xo) =
N(A)=N(Q). Xo
X, = PDQ, D .
X, (W1) (W2) QWP , D= (QWP)". w-
: P(QWP)Q
w Al
2 A=PQ . Ay

Ay = (WAW )il a
Ay = (AW)'A(WA)" = A[(WA) ]’ = [(AW ] ]’A = P(QWAWP )" 'Q = P(QWP) Q.

1 . X, W- . R(AW) =R(A) N(WA)=N(A),
AWX, WA = A WAWX,WAW = WAW.
(W2)X,WAWX, = X, X, € (WAW) (12, ., W- R(Xy) = R(A)
N(Xo) =N(A) Xo= (WAW )kislviar LA
s A;' =Xo
AWX,WA = A (AW ) (WA )", AW (AW ) X, = X, =
X, (WA ) WA, Xo= (AW)'A(WA )" (AW)'A = A(WA)""7, Xo= A[(WA) ] =
[(AW )" J'A.
QWP .QW WP ,
(AW)" = P(QWP ) "QW,
(WA)" = WP(QWP)"Q,

Ay = (AW)'A(WA)" = P(QWP)°Q = P(QWAWP) 'Q.
2 Ay B X5 RS Al %R

[3] 5 5 AL
1 Acecd” T S ct ,
TONA)=C" R(A)®OS=C",
A;ngz) X = A’I<L§2) 3



(1) AX = Pra)s, R(X) CT;
(2) XA = Pryu, N(X)D §
(3) AXA = A R(X)CTN(X)D S

3 w Ay . X = A 5
(1) AWX = A(WA) , R(X) C R(A);
(2) XWA = (AW )'A,N(X)D N(A);
(3) AWXWA = A, R(X) C R(A),N(X) DN (A);
(4) (AW )’X = A R(X)C R(A);
(5) X(WA)"= AN(X)DN(A)

Ay = (WAW);?AZ)),N(A)- 1 X = Ay 3

(1') WAWX = Prjwawna) R(X) CR(A);
(2/) XWAW = Pirawwaw), N(X) D N(A);
(3') WAWXWAW = WAW,R(X ) CR(A),N(X) D N(A).

(1) (2) WA (WA )  (AW)' AW, N(WA)=N(A)
R(AW) = R(A), (1) (2) W (1) (2. . (3)
w (3).
(1) AW (AW )’X = AW(AW)'A = A, (4), ., (AW) (4)
: (1) (1) (4) : (2) (5)
35 , Ay (1)-
4 A . A

(L1)Ay = A[(WA) ]'""WA = AW [ (AW )’ ]'"A
(12)Ay = A(AWA )'""A(AWA )'"'A
(13)A} = A[(WA) ] "wAw/[ (AW )*]""A

(14)Ay = A(AWAWA)'"A

(21)A = AW+ I-AA"" )" (AW)'A = A(WA) (WA+T-A"A)"'

(22)Ay = (AW + I- (AW)'AW) " (AW)'A = A(WA)" (WA +I- (WA)'WA )"
(23)Ay = (AWAA'"" + I-AA"" )" (AW )'A = A(WAJ (A""AWA + T-A""A )"
(24)Ay = ((AW) +1-AA"" J'A =A(wA) +T1-4"A)"

(1)

(25)A% = AW+ I-AA" ) '"A(WA + T-A4""A)""
G =G6/G']"G 3 (1) (2

(1) AWX = AWA[ (WA )’ ]""WA, R(X) CR(A);
(2) XWA = AW/[(AW)’ ]'""AWA, N (X) D N(A).
Ay (11) . R(X)CR(A) N(X)DN(A) X
= AZA Z (3), V4 Z= (AWA)'""A(AwA )", (12)
(3) (130, (4) (5 (14).
R(X)CR(A)= R(AW) (I-AA'"V )X =0 (I-AW(AW)" )X = Q
N(X)DN(A)=N(WA) X(I-A""A)=0 X(I- (WA))WA)= 0 3 5
Ay 9 :
(AW+ I-AA"Y )X = (AW )" A,

(AW + I— (AW)'AW )X = (AW)'A,
(AWAA'"" + I- AA"" )X = (AW )'A,
XWA+I1-A"A)=A4(WA),
X(WA+1- (WA)'WA)=A(WA)",
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X(AVAWA+ T1-A""A) = A(WA ),
(AW +1-AA"" )X(WA+I-A""A) = A
[(AW ) + I- AA"V ]X = A,

X[ (WA) +I-A""A] = A.

#

Ay (21)~(25). 9 ,
2 [1] Al (1)- , 24 26 :
(31) Ay = UA =AV =U'AV, U=AWAA" +T-4A"", Vv=A"AWA + I-A""A:
(32)Ah = [(AW)’AA" + T1-AA"" ['A=A[A""AWA) + I-A""A]"
, (24) (253) [1] (32) Ay =U'AV'
[1] Ay = U’A = AV, (2 3).
[1]

U' = AXAA"" + 1-AA"" = AYAA" + - AA"",
V'=A"VAXA + 1-A""A = A"VAYA + - A'VA,

X Y AWAX = AA'"Y  YAWA = A""A, U'A=AXA =AYA=AV AWAXA
=A AYAWA = A (AW )" (WA )", AXA = (AW )'A,AYA = A(WA ),
Ay =U’A = U'(AW)'A A}, = AV = A(WA)'V |, (2 3).
[1] (31) (32
: (1)- .
[3 s 5 Ars
. Ar’s : [3] 2 10
:MP A", MP  Apy, T- MP (AP;)", W Drazin A,y Elden
Aix, Drazn A", A" BD Al), BD Al (PAP,)".
3 ClineYj Greville ¥ LIRS WIAFAE 25 5 RN
AECTWE ™, AW WA . [2] LA w ,
A, v, CG- :
(CG1) AWXWAW = AW, (CG2) XWAWX = X, (CG3) AWX = XWA.
CG- X rank Xo = rankAW = rank WAW.

(CG1) (CG3)
(CG4) (AWV)’X,W = AW.

nd(AW) = 1 (AW)" |  tankAW = rankAWA,
rank Xo = rank WAW = rank WAWA = rank(WA )’
ind(AW ) = 1 rank(WA )® 2 rank W(AW )’ = rank WAW = rank(WA )’, rank (WA )’
= rank(WA ), ind(WA) =1 2

(CG2) (CG3) :
X, = AWX, WX, X, = XWX, WA = XW(X,WX,WA )WA = (X,W) X, (WA )’

R(Xo) = R(AW) N (Xo)=N((WA)").

Xo = (WAW Jriaw ) vi owaa)-
CG- XW= (AW). (CG1) w A (CG3)
WX, (WA) = (WA)’, WX, = (WA)'". (CG2)
J— 4 R



Xo= (AW)'A(wa )",
. ind(AW) = 1 (AW)'A = A(wa )", ) Xo= (AW)'A(WA)
CG- . .
5 Cline Greville w Agv Aw /) Ay

(d)

Ay = (WAW)SLS s = (AW JA(WA)™Y = [(AW) A = A[(WA)"™" "
, Agw Av . AECT wecd™ )

#

A,v Ay , Av Ay ; A.v Ay A, v = A,

3 AgW ’ 5
(1) AWX = A(WA)' (= (AW)'A), R(X) C R(AW);
(2) XWAW = (AW )'AW,N (X) DN ((WA)>);
(3) AWXWAW = AW, R(X)C R(AW),N (X)D N((WA)’);
(4) (AW )'X = AWA, R(X ) C R(AW );
(5) X(WA)' = AWA N(X)D N((WA)).
5 : Agw (1)- :
A,v = AW/ (AW) ]"VAWA = AWA[ (WA)’ ]V (WA )°,
Aw = [AW + I- (AW JAW] " (AW JA = [(AW )’ + T- AW (AW)"" ] 'AWA,
3 [1]
(33) WAWx = b, x € R(AW ).

[1] . Ay ., nd(AW)=1 ind(WA)=1k bER((WA)"), rmkAW= rank(WA)", (3

#

3) x=Avb ;o Ay , ind(AW ) = nd(WA) = L rank
AW = rank(WA )" ; (3 3) .
, [3] 2 2 , (33)

(34) b€ R(WAWAW) R(AW )N (WAW) = [0}.

(1) Ay , (33) b€ R(WA) x=Ayb

(2) Al Ay , (33) b € R(WAW ), x =
A, wh

(3)  Auw . (33) (34)

x= AW(WAWAW )" b
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