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[摘要 ]  将定向完备偏序集上的 way-below关系推广到任意小范畴上, 从而在任意小范畴上引入了连续性. 并

进一步讨论了连续范畴的性质,证明了连续范畴有许多类似于连续偏序集的好的性质.
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Abstrac t: The way-below re lation on dcpos w as genera lized to arb itrary sm a ll ca tegor ies and the concept o f continuous

ca tego ry was introduced. Then the prope rties o f continuous catego riew ere d iscussed. Itw as proved that continuous cate-

gor ies had some good properties analogous to con tinuous posets.
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  定义在完备偏序集 [ 1, 2]
上的 w ay-below关系是定义连续定向完备偏序集的基础, 并且是 Dom ain理论

和连续格理论中最重要的概念之一. 从范畴论的角度看,一个偏序集是一个小的, th in, skeletal范畴
[ 3- 5 ]

.

所以考虑如何在任意小范畴上定义一个合适的 w ay-below关系从而定义连续范畴是很有意义的.

1 小范畴上的 way-below关系

在本文中,所涉及到的范畴都为小范畴. 记一个范畴 L中的态射为 y . 对任意的 x I obL, 记 | x =

{ y I obL: y y x }.

定义 1 设 L是一个小范畴, D: J y L是一个 J型图. 我们称 D是一个滤子图表,如果对任意的 j,

jcI obJ, 都存在 i I obJ使得 D ( i) y D ( j ), D ( i) y D ( jc).

对偶于滤子图表的概念, 我们可以定义定向图表:设 L是一个小范畴, D: Jy L是一个 J型图, 若对

任意的 j, jcI obJ, 都存在 i I obJ使得 D ( j) y D ( i), D ( jc) y D ( i),则称 D是一个定向图表.
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定义 2 设 D: Jy L是一个 J型图. a I obL.

( 1) 如果存在 D上的一个余锥形, 也就是对任意的 AI MorL有下面的三角形交换:

则称 a为 D的一个上界.

( 2) 如果余锥形 { Kj: D ( j ) y a | j I obJ}是万有的, 亦即对任意的余锥形

都存在惟一的态射 a y b, 使得对任意的 j I obJ有下面的图形交换:

则称 a为 D的上确界. 记 a为 DD或者 co lim D. 特别地,若 J为 L的满子范畴, 则可将 a记为 D J或者

co lim J.

定义 3 设 L为小范畴, 称 L为定向完备的,如果每一个定向图表 D: J y L都有上确界.

定义 4 设 L是一个定向完备范畴. x, y I obL, 我们称 x w ay-be low于 y, 记作 x ] y, 当且仅当对每

一个定向图表 D: J y L, 如果存在态射 y y co lim D, 那么我们有 d i I obL满足 x y d i.

命题 1 设 L是一个余完备范畴, 也就是, L有所有的余极限.对任意的 u, x, y, z I obL,下列结论成

立:

( 1) 若 x ] y,则 x y y;

( 2) 若 u y x] y y z,则 u y z;

( 3) 若 x ] z且 y ] z,则 x á y ] z,此处 x á y表示 x和 y的余积;

( 4) 0] x.

证明  

( 1) 取 D = { b }, 则 a y b显然.

( 2) 从以下图表易见 ( 2)成立.

( 3) 对任意的定向图表D,假设存在 z y co lim D,由 x ] z, y ] z,根据 w ay-be low关系的定义,则存在 dx
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y co lim D, dy y co l im D, 使得 x y dx, y y dy.由余极限的万有性质,可知 x á y y dx á dy y co lim D.从

而 x á y ] z.

( 4) 0是初始对象, 所以结论显然.

我们记 T x = { u I obL: u ] x }, Q x = { v I obL: x ] v }.

定义 5 设 L是一个定向完备范畴.我们称 L是一个连续范畴, 如果对任意的 a I obL, { b: b] a}是

定向图表并且 a =  
s
{ b: b y a}.

引理 1 设 L是定向完备范畴, 则下列条件等价:

( 1) x ] y;

( 2) 若 y y  
s
X 且 X A obL,则存在有限子集 A A X满足 x y  

s
A.

引理 2 在范畴 L中, 下列条件等价:

( 1) x ] y;

( 2) 对 L中的任意理想图表,若 y y  
s
I, 则 x I I.

证明  
( 1) ] ( 2):由定义 4, 结论显然成立.

( 2) ] ( 1):假设 ( 2) 成立,设D为 L中的定向图表且满足 y y  
s
D.令 I = | D,则 I为理想图表,并且

y y  
s
D =  

s
I, 所以 x I I,从而表明存在一个 d I D (蕴含着 d y  

s
D ) 使得 x y d.所以 x ] y.

命题 2 设 L是一个连续范畴.

( 1)对一个定向图表 D,如果 z y  
s
D并且 x ] z, 则存在 d y D,使得 x ] d;

( 2)W ay-be low关系满足插值性质,也就是, 若 x ] z成立,则存在 y使得 x] y ] z成立.

证明  

( 1) 设D为一个定向图表满足 z y  
s
D,令 I = G { T d: d I D },则 I为一个理想图表.由连续性可知,

 
s
I =  

s
D,因此,若 x ] z, 则有 x I I, 这表明存在 d I D, 使得 x ] d.

( 2)若 x] z,由连续性可知 x ] z =  
s
{ c: c] z } =  

s
{  

s
{d: d ] c}: c] z } =  

s
{ d: d ] c] z },所以存在

d满足 d] c] z且使得 x y d.从而 x ] c] z.

定义 6 设L为一个范畴且具有初始对象. 我们称 obL上的一个二元关系 ; 为辅关系,若对于 u, x,

y, z I obL, ; 满足以下条件:

( 1) 若 x ; y成立, 则 x y y成立;

( 2) 若 u y x ; y y z, 则 u ; z;

( 3) 0 ; x.

我们记 obL上的所有辅关系构成的集合为 A ux( obL) (当附以包含序时可看作是一个范畴 ).显然,

每个辅关系都是传递的, 并且 w ay-be low关系是一个辅关系.所以,我们的问题是如何从 Aux( obL) 中确

定出 w ay-be low关系 ( ] ).对范畴 L, 记 Low ( obL )为 obL上所有的下集构成的集合.

命题 3 设 L为一个范畴. 设单调函数 s: obL y Low ( obL )满足对任意的 x I obL, s( x ) A | x.令

M为所有这样的单调函数组成的集合 (可看作是一个范畴,其中的态射为 ( sy t) Z ( s( x ) A t (x ) )对所有

的 x I obL),则范畴 A ux( obL )等价于范畴M,其中等价函子分别为 F: Aux( obL) y M ( ; s; = ( x

{ y: y ; x } ) ),和 G:M y Aux( obL) ( s ; s (x ; sy )Z x I s( y ) ).

证明  设 ; 为一个辅关系.则易验证 s; I M成立.若 s I M,则易证 ; s是一个辅关系.所以,我们还

需证明等价性成立.对于等价性我们只需证明 FG = 1M , GF = 1A ux( obL ) . 从以下的交换图表可知:
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FG = 1M 成立. GF = 1Aux( obL )同样易证.

由引理 2, 我们知道 T x = H { I I Id( obL): x y  
s
I }.若我们通过

m I ( x ) =

| x H I, x y  
s
I,

| x, x y/  
s
I,

( 1)

来定义函数 m I: obL y Low ( obL ),则可得 m I I M. 并且我们可在M中化简 s {m I: I I Id( obL ) }, 得到:

 s {mI: I I Id( obL) } ( x ) = H
II Id( obL )

mI ( x ) = H
xy  

s
I
m I ( x ) H H

x y/  
s
I
m I ( x ) = H

xy  
s
I
( | x H I ) H | x = H

{ I I Id( obL): x y  
s
I } = T x .

定义 7 设 L为定向完备范畴, 我们称定义在 obL上的辅关系 ; 为逼近的,如果集合 { u I obL: u

; x } = s; ( x )是 L的定向子范畴并且对任意的 x I obL都有 x =  
s
{ u I obL: u ; x } =  

s
s; (x ).

现在, 我们可以回答以上的问题如下:

命题 4 在一个连续范畴中, w ay-be low关系 ] 是 obL上的最小的逼近辅关系.

证明  由等式 ( 1) 和命题 3,可易知结论成立.
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