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[摘要 ]  在线性回归模型中普通的最小二乘估计 ( LSE)许多情形下是不稳健的 .本文介绍了一种投影深度函

数, 深度加权平均和深度加权 LSE,这些估计量有符合需要的稳健性.并讨论了在深度加权 LSE情形下线性回归

模型的拟合检验问题.
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Abstrac t: The ordinary Least Squares Estim ate ( LSE) in linear regress ion model is no t robust form any cases. A c lass o f

projection-based depth functions, depth-w e ighted m ean and depth-w e ighted LSE w ere studied. These estim ates had desir-

able robustness. The prob lem of testing the fit of linear regression m ode l under the depth-w e ighted LSE w ere a lso d is-

cussed.
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  为研究变量 Y如何随变量 X 变化, X, Y间的关系可由下式表示

Yi = H0 + H1xi + Ei, i = 1, ,, n, ( 1)

其中 Ei是误差项, 且 E1, ,, En互相独立.

令 Y = (Y1, ,, Yn )
T
, X =

1 , 1

x1 , xn
= (X 1, ,, Xn ), H= ( H0, H1 )

T
, E= ( E1, ,, En )

T
.

得 ( 1) 的矩阵形式

Y = X
T
H+ E. ( 2)

进一步假设 Y I R, X I T < R
p
, HI ( < R

p
即 H是未知参数, E满足 E (E) = 0.

通常选择 q( H, X, Y ) = X (Y - X
T
H)

[ 1]
作为 H的拟得分函数, 由方程 E (q( H, X, Y) ) = 0, 便有:如果

( ( Y1, X
T
1 ), ,, ( Yn, X

T
n ) )是 Y, X

T 的独立同分布的样本,则方程的经验表达式为

1

n E X i ( Yi - X
T
i H) = 0, ( 3)

由此得参数估计式

Ĥ=
1

n E
n

i= 1
X iX

T
i

- 1 1

n E
n

i= 1
X iYi. ( 4)

( 2) 的最小二乘估计 ( LSE) 是 (XX
T
)
- 1
X Y, 这和 ( 4) 一致.经验方程 ( 3)和参数估计 ( 4) 都是样本矩构造

的,故而不稳健, 因为样本矩对数据 ( Y1, X 1 ), ,, ( Yn, X
T
n )的扰动比较敏感.

)39)

第 31卷第 3期

2008年 9月
    南京师大学报 (自然科学版 )

JOURNAL OF NANJING NORMAL UNIVERSITY ( Natural Sc ience Edition)
    

Vo.l 31 No. 3

Sep, 2008



统计深度是构造稳健估计的一个有力工具. Tukey
[ 2]
, L iu

[ 3]
, Zuo和 Serfl ing

[ 4, 5]
等人介绍了一些统计

深度函数及关于如何构造统计深度函数的原理. Zuo, Cu i和 H e
[ 6 ]
定义了深度加权平均,深度加权方差和

它们的估计量,这些估计量有符合需要的稳健性,它们的崩溃值将近 1 /2.

本文提出了用投影深度估计线性回归模型 (2) 中的回归系数 H, 从而把原来的 LSE推广到深度加权

的 LSE, 并讨论了在此情形下如何进行拟合检验的问题.

1 深度加权 LSE

已有一些统计深度被研究, 例如, 半空间深度
[ 2]
, 简单深度

[ 3]
和投影深度

[ 4, 5]
. 下面仅用投影深度构

造估计方程,此法很容易推广到其它情形.

基于分布 F的观察值 Z的投影深度由下式定义:

D (Z, F ) =
1

1+ O (Z, F )
, ( 5)

其中 O (Z, F ) = sup
+ u+ = 1

| u
T
z - med(Fu ) |

1

m ad(Fu )
, Fu是 U

T
Z的分布函数, m ed(Fu ) 是 Fu 的中位数,

m ad(Fu )是 | u
T
z - med(Fu ) | 的分布的中位数, 若 u

T
z - med(Fu ) = m ad(Fu ) = 0, 则定义 | u

T
z -

m ed(Fu ) |
1

mad( Fu )
= 0.

依据 [ 6]中提出的随机变量的深度加权平均的概念,对给定的分布函数 F 和深度函数 D (Z, F ),一个

函数 g ( z) 的深度加权平均由下式定义:

DE ( g ( z) ) =
Qg ( z)X (D (Z, F ) ) dF ( z)

QX (D (Z, F ) ) dF ( z)
, ( 6)

这里 X(# )是一个给定的深度函数,一般选择如下:

X ( r ) =
exp - k 1 -

r
s

m
s

2

- exp( - k)

1 - exp(- k )
,如果  r < m

1 ,如果  r \m

( 7)

其中 m = m ed(D (Z, F ) ), s \ 1且 k是一个适当的正常数, 它可调节我们想要区分的具有不同投影深度

的点的多少.当 s = 1, X ( r ) 是由 [ 6]定义的权函数,一般地,权函数 X ( r) 的选择应满足如下条件:

X ( r )连续可微且对某正常数M和 s\ 1,有 0 [ X ( r ) [ M r
s
.假定为估计 P维参数 H已定出一个合适

的或最佳无偏估计函数 q (H, Z ),它是一个 P维的深度加权平均意义下的无偏估计量,即

DE (q( H, Z ) ) = 0, ( 8)

且深度加权平均 DE (# )由 ( 6)定义,如果 (Z 1, ,, Zn )是 Z的一个独立同分布的样本,则由 ( 6), 此方程的

经验表达式有如下形式:

q
( DW )

n ( H) S 1

nWn
E
n

i= 1

X(D (Z i, Fn ) ) q( H, Z i ) = 0, ( 9)

其中, Wn =
1
n E

n

i= 1
X(D (Z i, Fn ) ), Fn是由 Z1, ,, Zn决定的经验分布函数.记上述方程的根为 Ĥ

(DW )
.

考虑线性回归模型 (2), 它的拟得分函数选为 q( H, X, Y) = X ( Y- X
T
H), 由 ( 9)得到它的经验表达

式

q
(DW )

n (H) S 1

nW n
E
n

i= 1

X iX (D ( (X i, Yi ), Fn ) ) ( Yi - X
T
i H) = 0, (10)

其中 Wn =
1
n E

n

i= 1
X (D ( (X i, Yi ), Fn ) ),则方程 ( 10) 的根是

Ĥ
( DW )

=
1

nWn
E
n

i= 1
X iX

T
i X (D ( (X i, Yi ), Fn ) )

- 1

# 1

nWn
E
n

i= 1

X iYi X(D ( (X i, Yi ), Fn ) ). (11)
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若 Xi > X(D ( (X i, Yi ), Fn ) ),则 Wn =
1
n E

n

i= 1
Xi,且

Ĥ
(DW )

=
1

nW n
E
n

i= 1

X iX
T
i Xi

- 1

# 1
nWn

E
n

i= 1
X iYi Xi. (12)

例如在 ( 2)中, 深度加权的 LSE是

Ĥ
( DW )

=
H
(DW )

0

H
(DW )

1

=
1

nWn
E
n

i= 1
X iX

T
i Xi

- 1

# 1

nWn
E
n

i= 1
X iYiXi =

1

nWn
E
n

i= 1

1 xi

x i x
2
i

Xi

- 1

# 1

nWn
E
n

i= 1

Yi

xiYi

Xi =

 
nWn

nW n E x
2
i Xi - E xiXi

2

E x
2
i Xi - E xiXi

- E xiXi nWn

�Y

1

nWn
E x iYi Xi

=

 1

E x
2
i Xi - nW n�X

2

�YE x
2
i Xi - �X E xiYiXi

E ( xi - �X ) ( Yi - �Y)Xi

,

其中 �X =
1

nWn
E xi Xi, �Y =

1

nWn
E Yi Xi,显然E (x i - �X ) Xi = 0, E ( Yi - �Y) Xi = 0,因此

Ĥ
(DW )

1 =
E ( xi - �X ) ( Yi - �Y)Xi

E ( xi - �X )
2
Xi

>
LXY

LXX
,

Ĥ
(DW )

0 =
1

LXX
�YE ( xi - �X )x iXi + �Y�X E xi Xi - �X E ( xi - �X )YiXi - �X

2 E YiXi = �Y -
LXY

LXX
�X = �Y- Ĥ

(DW )

1 �X.

上面的式子表明,如果在原来的 LSE框架下的样本矩用深度加权样本矩代替,得到的估计量正是深度

加权估计量 Ĥ
( DW )

. 由于深度加权样本矩有符合需要的稳健性
[ 6]
, 可以期望,深度加权估计量 Ĥ

(DW )
也有符

合需要的稳健性.事实上, [ 7]中的定理 2表明, Ĥ
(DW )
有非常高的崩溃值接近 1 /2, 远大于 1 /3, [ 8] 中给

出了回归深度估计的近似崩溃值.

2 线性回归模型的拟合检验

现在将文章开始部分的模型 (1)推广到一般的具有 P元回归参数的情形:

Yi = H0 + H1x1i + H2x2i + , + Hp- 1x (p- 1) i + Ei, i = 1, ,, n. (13)

它的矩阵形式与 ( 2)相同,即 Y = X
T
H+ E,其中 E (E) = 0, 且

cov( E) = R
2
I, (14)

这里 X =

1 1 , 1

x11 x12 , x1n

s s s s

x( p- 1) 1 x( p-1 ) 2 s x (p- 1) n

, H=

H0

H1

s

Hp- 1

, Y =

Y1

Y2

s

Yn

.

更一般地, ( 13) 可表为 Yi = r( x1i, x2i, ,, x ( p- 1 ) i ) + Ei,其中 E ( Ei ) = 0且

var( Ei ) = R
2
< ] , i = 1, ,, n. (15)

下面将要检验假设H 0:

r( x1, x2, ,, xp- 1 ) = H0 + H1x1 + H2x 2 + , + Hp- 1xp- 1. (16)

假定 E1, ,, En是独立同分布的,将讨论处理非高斯数据的方法: 大样本检验,且研究基于如下统计量

Vn的拟合检验.

假定 (14) 中的 X是行满秩的,此条件确保系数 H0, ,, Hp- 1的最小二乘估计的惟一性.回归模型 (14)

的深度加权 LSE用 Ĥ0
( DW )

, Ĥ1
( DW )

, ,, Ĥp- 1
( DW )
表示,由 (12)有

Ĥ
(DW )

= ( Ĥ0
(DW )

, Ĥ1
(DW )

, ,, Ĥp- 1
(DW )

)
T
=

1

nWn
E
n

i= 1
X iX

T
i Xi

- 1

# 1

nW n
E
n

i= 1
X iYiXi,

它的矩阵形式是:

)41)
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Ĥ
( DW )

= (X XX
T
)XXY, (17)

其中, X =

X1

w
Xn

,且 Xi > X (D ( (X i, Yi ), F n ) ).

定义残差向量 e的第 i个分量 ei = Yi - Ĥ0
(DW )

- Ĥ1
( DW )

x1i - , - Ĥp-1
(DW )

x( p- 1) i, i = 1, ,, n.

显然 e = Y- X
T
Ĥ
(DW )

, 由 (17)有: e = Y- X
T
(X XX

T
)
- 1
X XY = ( I - F )Y,其中 F = X

T
(X XX

T
)
- 1
X X,

I是一个 n @ n单位阵,显然 FX
T
= X

T
, X XF = X X.一个方差的基本估计是 R̂

2
m =

1
n - pE

n

i= 1

e
2
i.

现在希望用一方差的估计量来推断线性模型 ( 16) 是否成立.考虑 �R
2
=

1
an

E
n

i= 2

( ei - ei- 1 )
2
=

1
an
e
T
H e,

其中 an = 2( n - 1) - tr(H (F + F
T
- FF

T
) )且 H是一个 n @ n对角阵

H =

1 - 1 0 0 0 , 0 0 0

- 1 2 - 1 0 0 , 0 0 0

0 - 1 2 - 1 0 , 0 0 0

, , , , , w , , ,
0 0 0 0 0 , - 1 2 - 1

0 0 0 0 0 , 0 - 1 1

.

当线性模型成立时,此方差的估计量是 R
2
的无偏估计,这是因为,

        E ( e
T
He ) = E [ Y

T
( I - F

T
)H ( I - F )Y] > E (Y

T
AY ) =

tr(AR
2
I) + (X

T
H)

T
A (X

T
H) =

R
2
[ tr(H ( I - F ) ( I - F

T
) ) ] + 0 (因为 FX

T
= X

T
) =

R
2
[ 2( n - 1) - tr(H (F + F

T
- FF

T
) ) ] = an R

2
,

其中 A = ( I - F
T
)H ( I - F ).

现在用方差比 Vn =
R̂

2
m

�R
2作为统计量,下面的定理提出了几个条件,这些条件下, Vn有渐近正态分布

[ 9 ]
.

定理  假设模型 ( 15)成立, r有线性形式 ( 16),且 E1, ,, En是互相独立的随机变量, 具有相同的方

差 R
2
,对所有的 i及正常数 D成立 E | Ei |

2+ D
< M, 如果 Ĥ0, ,, Ĥp- 1满足 E ( Ĥj - Hj )

2
= O

1

n
, j = 0, 1, ,,

p - 1, 且 | xj | 对每一个 j都是有界的,则统计量 Vn是渐近正态的, 即 n (Vn - 1) y
D

N ( 0, 1)当 n y ] .

证明  由于 2( n - p )

an
( Vn - 1) = 2

n - p

an
#
R̂

2
m

�R
2 - 1 + 1 - 2

n - p
an

,

即

2( n - p )
an

( Vn - 1) =

2E
n

i= 1

e
2
i - E

n

i= 2

( ei - ei- 1 )
2

an�R
2 + 1 - 2

n - p

an
, (18)

且

e1 = Y1 - E
p- 1

j= 0
Ĥjxj i = E1 + E

p- 1

j= 0
(Hj - Ĥj )xj i [ E1 + cE

p- 1

j= 0
( Hj - Ĥj ), ( c是常数 )

e
2
1 [ E

2
1 + c

2

E
p-1

j= 0

(Hj - Ĥj )
2

+ 2E1 cE
p- 1

j= 0
( Hj - Ĥj ) [

E
2
1 + c

2
( p - 1) E

p- 1

j= 0
( Hj - Ĥj )

2
+ 2E1 c (p - 1) E

p- 1

j= 0

( Hj - Ĥj )
2

1
2
,

因此 E e
2
1 [ R

2
+ O

1

n
. 类似有 E ( e

2
n ) [ R

2
+ O

1

n
,从而 e

2
1 + e

2
n < O p ( 1).

因此, (18) 的右边第一项中的分子为 2E
n

i= 2
ei ei- 1 + e

2
1 + e

2
n = 2E

n

i= 2
ei ei- 1 + O p ( 1).

)42)
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而 E
n

i= 2
ei ei- 1 = E

n

i= 2
Yi - E

p- 1

j= 0

Ĥjxj i Yi- 1 - E
p- 1

j= 0
Ĥjxj ( i- 1) =

E
n

i= 2
Ei + E

p- 1

j= 0
(Hj - Ĥj ) xji Ei- 1 + E

p- 1

j= 0
( Hj - Ĥj ) xj ( i- 1)

=

E
n

i= 2
EiEi- 1 + E

n

i= 2
Ei- 1 E

p- 1

j= 0

( Hj - Ĥj ) xj i + E
n

i= 2
Ei E

p- 1

j= 0

( Hj - Ĥj ) xj ( i- 1 ) +

 E
n

i= 2
E
p-1

j= 0
(Hj - Ĥj )x j( i- 1) E

p- 1

j= 0
(Hj - Ĥj ) xji ,

因此E
n

i= 2
ei ei- 1 = E

n

i= 2
EiEi- 1 + Rn,其中

Rn = Rn1 + R n2 + Rn 3,

R n1 = E
n

i= 2
Ei- 1 E

p- 1

j= 0
( Hj - Ĥj )X j i (注意 X oi = 1) = E

p- 1

j= 0
( Hj - Ĥj ) Q̂j,

而 Q̂j = E
n

i= 2

Ei- 1X ji,  j = 0, 1, ,, p - 1.

由于 E Q̂
2
j = O ( n), E ( Ĥj - Hj )

2
= O ( n

- 1
),而 p是有限数, 于是有R n1 = Op ( 1),类似地, R n中的另外两

项也有同样结果,故有 Rn = O p ( 1). 结合前面的结论及 1 - 2
n - p

an
= O ( n

- 1
),因此有:

2
n - p

an
n ( Vn - 1) =

1

n

E
n

i= 2

EiEi- 1

�R
2 + O p

1

n
.

于是使用 H oef fd ing和 Robbins在 [ 10]中提出的具有 m - dependent的随机变量的中心极限定理,立

即得本定理之结果.

由 [ 7]中的引理 1, n ( Ĥ
(DW )

- H) = Op ( 1),则 Ĥ
(DW )
满足本定理之条件,于是 (16)的水平为 A的假设

检验之零假设的拒绝式为 Vn \ 1 +
ZA

n
. 如果 Vn的观察值是 u, 则有近似的 P - 值 1 - 5 [ n ( u - 1) ] .
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