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[摘要 ]  期权定价是现代金融理论的重要内容之一. 期权的价格通常与标的资产价格的波动率等因素有关. B

- S模型中假设波动率为常数, 而实际上波动率往往是一个随机过程. 本文研究带随机波动率的 L�vy模型下美

式看涨期权的定价问题 ,得到了美式看涨期权的最优执行时间以及期权价格满足的偏微分方程.
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Abstrac t: Option pric ing is one of the im po rtant contents in the m odern theory o f finance. Option price is re la ted to the

vo latility of unde rlying assets. In the B- S m ode,l volatility is assum ed as a constant, bu t in rea lity, it is o ften seem ed as

a random process. In th is pape r, the pric ing o fAm erican call option under L�vym odelw ith stochastic vo la tility was d is-

cussed. The optim a l exe rc ising tim e of Ame rican call option and the partial differential equation o f the value function o f

the option were obta ined.
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  期权定价是现代金融理论的重要内容之一. 期权的价格通常与标的资产的波动率等因素有关. B - S

模型中假设波动率为常数,而实际上波动率往往是一个随机过程, 称之为随机波动率. Hull J等
[ 1- 6]
对带

随机波动率的期权定价问题进行了深入的探讨. 陈萍等
[ 7 ]
研究了带随机波动率的 B- S模型下美式看涨

期权的定价问题,得到了美式看涨期权的最优执行时间和期权函数值满足的偏微分方程. 本文研究带随机

波动率的 L�vy模型下美式看涨期权的定价问题, 得到了与文 [ 7]相似的结论,从标的资产价格模型上推广

了文 [ 7]的结论.

设市场上有两种资产,一种为风险资产,它在时刻 t的价格 S ( t)满足方程

dS ( t) = S ( t- ) [L( t) dt + R ( Y( t) ) dB ( t) + Q
]

c
x�N ( dt, dx ) ] , 0 [ t [ T ( 1)

其中 T > 0为常数, B ( t) 是一标准布朗运动, �N ( t, # ) 为泊松鞅值测度, 且 B ( t) 与 �N ( t, # ) 独立. L( t),

R ( t) \ 0为确定性函数, c > - 1为常数,在 [ c, ] )上的积分应理解为在 [ c, ] ) - { 0}上的积分. 且 Y( t)

满足如下方程

dY( t) = A(m - Y( t) ) dt+ BdB
^
( t), 0 [ t [ T ( 2)

dB
^
( t) = QdB ( t) + 1 - Q

2
dW ( t), 0 [ t [ T ( 3)

其中 W ( t)是与 B ( t)相互独立的另一个标准布朗运动, A、B、Q、m均为常数, QI [ 0, 1]表示过程 B ( t)与

过程 B
^
( t) 之间的相关系数.
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另一种资产是无风险资产,它在时刻 t的价格为

A ( t ) = exp[ Q
t

0
r( u ) du ], 0 [ t [ T

其中 r( t ) \ 0是一适应过程,且与 B ( t)、W ( t)、�N ( t, # )独立,称 r ( t)为在时刻 t的无风险利率,一般情况

下,可取 r ( t)为复合泊松过程.

在以上模型中所涉及的过程均假定是右连左极的.

利用 (2)和 (3)式可将风险资产在时刻 t的价格 S ( t )所满足的方程改写为

dS ( t ) = S ( t - ) [ L( t) dt+ R ( Y( t) ) dB ( t) + Q
]

c

x�N ( dt, dx ) ] , 0 [ t [ T ( 4)

dY( t) = A(m - Y( t) ) dt+ BQdB ( t) + B 1 - Q
2
dW ( t), 0 [ t [ T ( 5)

其中 B ( t)、W ( t) 是两个相互独立的标准布朗运动, QI [ 0, 1]为常数.

1 欧式期权价格满足的偏微分方程

设 X是一 L�vy过程,其 L�vy测度为 T,对给定的 T > 0, A I B (R0 ),考虑从 [ 0, T ] @A @ 8到 R的映

射 F. H2 (T, A )表示所有满足下述条件的映射 F组成的集合

(A 1 ) F是可料的,

(A 2 ) | | F | |
2
T, A > E ( Q

T

0 QA | F ( t, x ) |
2
T( dx ) dt) < ] .

特别地,当 F是从 [ 0, T ] @ 8到 R的映射时, 简记为 H2 (T ).

设风险资产在 t时刻的价格 S ( t)满足方程 (4)和 ( 5),它的折现值 �S ( t)定义为

�S ( t) = e
-Qt0r ( u ) du S ( t), 0 [ t [ T,

其中 r( t )为无风险利率.对折现值 �S ( t )应用 ItÊ公式得

d�S ( t) = �S ( t - ) [ ( L( t ) - r ( t) ) dt+ R ( Y( t) ) dB ( t) + Q
]

c
x�N ( dt, dx ) ] . ( 6)

由文 [ 8]知,若 F ( t)和 K ( t)满足下述条件 ( C1 ),H (x )满足条件 ( C2 ):

(C1 ) F ( t), K ( t ) I H2 (T )且 E [ exp( Q
T

0
F

2
( u ) du ) ] < ] , E [ exp( Q

T

0
K

2
( u ) du ) ] < ] ,

(C2 ) QR0

H
2
(x )T( dx ) < ] 且 QR0 e

H ( x)
T( dx ) < ] ,

则 ( e
Z ( t)

, 0 [ t [ T )是指数鞅,且 P 0 [ t [ T, E ( e
Z ( t)

) = 1,其中

Z ( t) = Q
t

0
F ( u) dB (u ) -

1
2 Q

t

0
F

2
( u) du + Q

t

0
K (u ) dW (u ) -

1
2 Q

t

0
K

2
( u ) du +

Q
t

0 Q
]

c
H ( x )�N ( du, dx ) - Q

t

0 Q
]

c
( e

H ( x)
- 1 - H ( x ) )T( dx ) du.

作测度变换,令 dP
*
= e

Z (T )
dP,则测度 P

*
与 P等价,简记为 P

*
~ P.令

B
*
( t) = B ( t) - Q

t

0
F ( u ) du,

W
*
( t) = W ( t) - Q

t

0
K ( u )du,

�N
*
( t, A ) = �N ( t, A ) - Q

t

0 QA ( eH ( x)
- 1) T( dx ) du > N ( t, A ) - tT

*
(A ),

其中 T
*
(A ) = QA eH ( x )

T( dx ), A I B (R0 ).由 G irsanove定理
[ 8]
知,在测度 P

*
下, B

*
( t)、W

*
( t)均为标准

布朗运动. N ( t, A )是强度为 T
*
(A )的泊松过程, �N

*
( t, A )是鞅,且 B

*
( t )、W

*
( t)与 �N

*
( t, A )相互独立.

在上述变量变换下可将 (6)式改写为

d�S ( t ) = �S ( t - ) [ ( L( t) - r( t) + R ( Y( t ) )F ( t) + Q
]

c
x ( e

H (x )
- 1)T( dx ) dt +

)49)
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R( Y( t ) ) dB
*
( t) + Q

]

c
x�N

*
( dt, dx ) ]. ( 7)

若在作测度变换时所选择的 F ( t)、K ( t)和H ( t)既分别满足条件 (C1 )和 (C2 )又满足如下等式约束条件

L( t) - r( t) + R ( Y( t) )F ( t) + Q
]

c
x ( e

H ( x)
- 1) T( dx ) = 0, ( 8)

则 �S ( t )在 P
*
下是鞅,称 P

*
为等价鞅测度. 由 (7)式和 (8)式有

dS ( t) = S ( t- ) [ r( t ) dt + R ( Y( t) ) dB
*
( t) + Q

]

c
x�N

*
(dt, dx ) ] . ( 9)

又由测度变换可将 (5)式改写为

dY( t) = [A(m - Y( t) ) + BK( t) ] dt+ BQdB
*
( t) + B 1 - Q

2
dW

*
( t ), (10)

其中 K( t) 称为随机波动率的风险补偿, 其表示式为

K( t) = QF ( t) + 1 - Q
2
K ( t). (11)

下面以 f ( x )表示契约函数, E
*
表示在等价鞅测度 P

*
下取期望. 欧式期权在 t时刻的价值定义为

V ( t, S ( t), Y ( t ) ) = E
*
[ e

- QTt r ( u) du f ( S (T ) ) | Ft ] ,
其折现值 �V在测度 P

*
下是鞅,其中

�V ( t, S ( t), Y ( t ) ) = E
*
[ e

- QT0r ( u) du f ( S (T ) ) | Ft ] .
由多维 ItÊ公式知

dV ( t, S ( t), Y ( t ) ) = [
5
5t
V ( t, S ( t- ), Y( t) ) +

5
5s
V( t, S ( t- ), Y( t) ) r( t )S ( t - ) +

5
5y
V( t, S ( t - ), Y( t) ) ( A(m - Y( t ) ) + BK( t ) ) +

1

2

52

5s2
V( t, S ( t - ), Y( t) ) R

2
( Y( t ) )S

2
( t - ) +

B
2

2

52

5y2
V( t, S ( t- ), Y( t) ) +

52

5s5y
V( t, S ( t- ), Y( t) ) BQR ( Y( t) )S ( t - ) + Q

]

c
( V( t, ( 1 + x )S ( t - ), Y( t) ) - V( t, S ( t - ), Y( t ) ) -

xS ( t - )
5
5s
V( t, S ( t - ), Y( t ) ) ) T

*
( dx ) ] dt+ [

5
5s
V( t, S ( t- ), Y( t) )R ( Y( t) ) S ( t - ) +

5
5y
V ( t, S ( t- ), Y( t) ) BQ] dB

*
( t) +

5
5y
V( t, S ( t - ), Y( t ) )B 1 - Q

2
dW

*
( t ) +

Q
]

c

[ V ( t, (1 + x ) S ( t- ), Y( t) ) - V ( t, S ( t- ), Y( t) ) ]�N
*
( dt, dx ). (12)

对 �V( t, S ( t), Y ( t) )应用 ItÊ公式可得

d�V( t, S ( t ), Y ( t) ) = e
-Qt

0
r( u ) du

[ dV( t, S ( t), Y ( t ) ) - r( t) V( t, S ( t - ), Y( t) ) dt].

将 ( 12)式代入上式得 d�V ( t, S ( t), Y ( t ) )积分形式为

�V( t, S ( t), Y ( t) ) - �V (0, S (0), Y ( 0) ) =

Q
t

0
G ( u ) du + Q

t

0
F 1 ( u) dB

*
( u) + Q

t

0
F2 ( u) dW

*
( u ) + Q

t

0 Q
]

c
H (u, x )�N

*
( du, dx ), (13)

其中

G ( t) = e
-Qt0r( u ) du [ - r ( t) V( t, S ( t - ), Y( t) ) +

5
5t
V ( t, S ( t - ), Y( t) ) +

r( t )S ( t - )
5
5s
V( t, S ( t - ), Y( t) ) + ( A(m - Y( t) ) + BK( t ) )

5
5y
V( t, S ( t - ), Y( t ) ) +

1

2
R

2
( Y( t) )S

2
( t - )

52

5s2
V( t, S ( t- ), Y( t) ) +

1

2
B
2 52

5y2
V ( t, S ( t- ), Y( t) ) +

BQR( Y( t ) )S ( t - )
52

5s5yV( t, S ( t - ), Y( t ) ) +

)50)
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Q
]

c
( V( t, ( 1+ x ) S ( t- ), Y( t) ) - V ( t, S ( t- ), Y( t) ) - xS ( t - )

5
5sV( t, S ( t - ), Y( t ) ) ) T

*
( dx ) ] ,

F1 ( t ) = e
- Qt0r( u ) du [ R ( Y( t) ) S ( t- ) 5

5sV( t, S ( t- ), Y( t) ) + BQ
5
5yV( t, S ( t - ), Y( t ) ) ] ,

F2 ( t) = e
- Qt

0
r( u ) du

B 1 - Q
2 5
5yV( t, S ( t - ), Y( t ) ),

H ( t, x ) = e
- Qt

0
r( u ) du

[ V ( t, ( 1 + x ) S ( t - ), Y( t) ) - V( t, S ( t- ), Y( t) ) ].

引理 1 设 (G ( t ), 0 [ t [ T )是满足条件 E ( Q
T

0
| G ( u ) | du ) < ] 的适应过程,则过程 ( Q

t

0
G (u ) du,

0 [ t [ T )是鞅的充分条件是 P t I [ 0, T ], G ( t) = 0, a. s. .

证明见文 [ 8] .

由于 ( 13)式左边及右边第 2、3、4项均为鞅,因此由引理 1知 P t I [ 0, T ], G ( t) = 0, a. s. .于是我们

得到下述定理.

定理 1 设欧式期权价值函数 V ( t, s, y ) I C
1, 2, 2

,则 V满足下述偏微分方程

5
5tV + rs

5
5sV + [A(m - y ) + BK]

5
5yV +

1
2
R

2
(y ) s

2 52

5s2
V + BQR (y ) s

52

5s5yV +

1
2
B
2 52

5y2
V + Q

]

c
( V

*
- V - x s

5
5sV)T

*
( dx ) = rV,

P ( t, s, y ) I [ 0, T ] @ R+ @ R, (14)

其中 V
*
= V( t, (1 + x ) s, y ), T

*
( dx ) = e

H (x )
T( dx ),终值条件是

V (T, s, y ) = f ( s), P s \ 0.

对任意给定的 u ( t, s, y ) I C
1, 2, 2

, 定义二维非齐次跳跃扩散过程 (10)和 ( 11)式的无穷小生成算子 A t

如下:

A tu ( t, s, y ) > r ( t) s
5
5s
u( t, s, y ) + [ A(m - y ) + BK( t) ] 5

5y
u ( t, s, y ) +

1

2
R

2
( y ) s

2 52

5s2
u( t, s, y ) + BQR( y )

52

5s5y
u ( t, s, y ) +

B
2

2

52

5y2
u( t, s, y ) + Q

]

c
[ u ( t, (1 + x ) s, y ) -

u ( t, s, y ) - x s
5
5s
u( t, s, y ) ] T

*
( dx ),

则 ( 14)式可以改写为

5
5tV + A tV - r ( t) V = 0, P ( t, s, y ) I [ 0, T ] @ R+ @ R.

所以, 欧式期权的价格函数满足如下偏微分方程

5
5t
V + A tV - r ( t) V = 0, P ( t, s, y ) I [ 0, T ] @ R+ @ R,

V (T, s, y ) = f ( s), P s \ 0.

(15)

2 不分红利情况下美式看涨期权的定价

在本节中我们将标的资产看作是某支股票.以 V ( t, S ( t), Y ( t ) )和 W ( t, S ( t), Y ( t) ) 分别表示欧式看

涨期权和美式看涨期权在时刻 t的值.

定理 2 设契约函数 f ( x )是凸函数且 f ( 0) = 0,则在不分红利的情况下,美式期权与欧式期权价格相

同,即 P t I [ 0, T ],

V ( t, S ( t), Y ( t ) ) = W ( t, S ( t), Y ( t) ). (16)

证明  因 f (x )是凸函数且 f (0) = 0,故对任意给定的 A I [ 0, 1] ,都有 f ( Ax ) [ Af ( x ).

对任意给定的停时 SI Tt, T,由 r( t ) \ 0知 0 [ e
- QTSTr( u ) du [ 1.因此有

)51)
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f ( e
- QTSr( u ) duS (T ) ) [ e

- QTSr ( u) du f ( S (T ) ).

又因为 �S ( t ) = e
- Qt0r( u ) duS ( t)关于 P

*
是鞅,于是由条件期望的性质、Jenson不等式和 Doob停止定理有

V( t, S ( t ), Y ( t) ) = E
*
( e

- QTt r( u ) du f ( S (T ) ) | Ft ) \ E
*
( e

-QSt r( u ) du f ( S ( S) ) | Ft ).

由 S的任意性有 V ( t, S ( t), Y ( t ) ) \ sup
SI T t, T

E
*
( e

- QS
t
r ( u) du

f ( S (S) ) | Ft ) = W ( t, S ( t), Y ( t) ),其中 Ft, T表

示 [ t, T ]上所有停时组成的集合.另一方面显然有 V ( t, S ( t), Y ( t ) ) [ W ( t, S ( t), Y ( t) ).

从而定理 2得证.

注 1 (16)式表明 T是一个最优停时, 也即是美式期权的最优执行时间, 因此美式期权无须提前执

行.

注 2 看涨期权的契约函数为 f ( x ) = ( x - K )
+
,显然它满足定理 2的条件.因此对于看涨期权,在不

分红利的情况下,美式期权和欧式期权同价,从而美式看涨期权价格也满足偏微分方程 (15).

3 有分红并送配股情况下美式看涨期权的定价及最优执行时间

设美式期权的契约函数为 f ( x ) = (x - K )
+

, 假定在时刻 t1 I [ 0, T ]有 1次分红并送配股, BI [ 0, 1]

为现金红利率, 送股比例为 D1 \ 0,配股比例为 D2 \ 0, 配股价与时刻 t1前瞬间的股价 S ( t1 - )的比例为 r

I ( 0, 1). 根据除权除息前后市值相等的原则,除权除息后股票的报价为

S ( t1 ) =
1 - B+ D2 r

1 + D1 + D2
S ( t1 - ).

记

A=
1 - B+ D2r

1 + D1 + D2
,

称 A为分红送配股率. 易证 0 < A [ 1.

由 ( 9)式及 ItÊ公式得

S ( t ) = S ( 0) exp( Q
t

0
r ( u) du -

1

2 Q
t

0
R

2
( Y(u ) ) du + Q

t

0
R ( Y( u ) ) dB

*
( u ) +

Q
]

c

ln( 1 + x )�N
*
( t, dx ) + tQ

]

c

[ ln( 1 + x ) - x ] T
*
( dx ) ),

于是在时刻 t1有分红并送配股的股价过程满足

S ( t) =

S (0) exp( Q
t

0
r( u ) du -

1

2 Q
t

0
R

2
( Y( u ) ) du + Q

t

0
R( Y( u) ) dB

*
( u) +

 Q
]

c
ln(1 + x )�N

*
( t, dx ) + t Q

]

t
[ ln(1 + x ) - x ] T

*
( dx ) ), 0 [ t [ t1

AS ( t1 - ) exp( Q
t

0
r( u ) du -

1
2 Q

t

0
R

2
( Y( u) )du + Q

t

0
R ( Y( u ) ) dB

*
( u ) +

 Q
]

c
ln(1 + x )�N

*
( t, dx ) + t Q

]

c
[ ln(1 + x ) - x ] T

*
( dx ) ), t1 < t [ T.

考虑以上述股票为标的资产的美式看涨期权. 对任意给定的 t I [ 0, T ] , 美式期权在时刻 t- 的值为

W ( t -, S ( t- ), Y( t- ) ) = m ax{ f ( S ( t- ) ), E (W ( t, S ( t ), Y ( t) ) | Ft- ) },其中 Ft- = H E> 0 Ft- E.又知 Y( t)

的几乎所有轨道都是 t的连续函数,而在时刻 t1, S ( t1 ) = AS ( t1 - ),于是 E (W ( t1, S ( t1 ), Y ( t1 ) ) | Ft1- ) =

W ( t1 -, AS ( t1 - ), Y( t1 - ) ). 因此在除权除息前的瞬间,期权的值为

W ( t1 - , S ( t1 - ), Y( t1 - ) ) = m ax{ f (S ( t1 - ) ), W ( t1 - , AS ( t1 - ), Y( t1 - ) ) }.

由于时间区间 ( 0, t1 )上股票没有分红及送配股,因此由定理 2知美式期权与欧式期权价值相同,从而

美式期权值也满足偏微分方程 ( 15).如果在时刻 t1美式期权未被执行,则在时间区间 [ t1, T ]上,可设该期

权为以 t1为起点,以 T为到期日的期权. 而在该区间上股票也没有分红及送配股,因此由定理 2知,美式期

权与欧式期权价值相同,从而美式期权值也满足方程 (15).因此在时刻 t1有分红并送配股的美式看涨期
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权的最优执行时间只可能是 t1 - 或 T.而在 t1 - 时刻执行期权的条件是 W ( t1, As, y ) < f ( s ).

推论 1 设美式期权在时刻 t1有分红并送配股,其分红送配股率为 A.

对 0 [ t < t1,美式看涨期权的价值函数满足方程

5
5t
W ( t, s, y ) + A tW ( t, s, y ) - r ( t)W ( t, s, y ) = 0, P ( t, s, y ) I [ 0, t1 ] @ R+ @ R,

W ( t1 - , s, y ) = m ax{ f ( s), W ( t1 - , As, y ) }, P ( s, y ) I R
+ @ R.

对 t1 [ t [ T,美式看涨期权的价值函数满足方程

5
5tW ( t, s, y ) + A tW ( t, s, y ) - r( t )W ( t, s, y ) = 0, P ( t, s, y ) I [ t1, T ] @ R

+

@ R,

W (T, s, y ) = f ( s), P ( s, y ) I R
+ @ R.

期权的最优执行时间只可能是 t1 - 或 T. 在时刻 t1 - 执行期权的条件是 W ( t1, As, y ) < f ( s ).

现假设在期权的存续期内有 n次分红及送配股,时间为 0 = t0 < t1 < , < tn [ T,对应的分红送配股

率分别为

Ai =
1 - B( ti ) + D2 ( ti ) r ( ti )
1 + D1 ( ti ) + D2 ( ti )

, i = 1, ,, n.

类似上述讨论易得以下推论.

推论 2 设美式期权在时刻 ti有分红并送配股, 其分红送配股率分别为 Ai, i = 1, ,, n.

对 ti- 1 [ t < ti ( i = 1, ,, n),美式看涨期权的价值函数满足方程

5
5tW ( t, s, y ) + A tW ( t, s, y ) - r( t )W ( t, s, y ) = 0, P ( t, s, y ) I [ ti- 1, ti ) @ R+ @ R,

W ( ti - , s, y ) = max{f ( s), W ( ti - , Ai s, y ) }, P ( s, y ) I R
+ @ R.

对 tn [ t [ T,美式看涨期权的价值函数满足方程

5
5t
W ( t, s, y ) + A tW ( t, s, y ) - r( t )W ( t, s, y ) = 0, P ( t, s, y ) I [ tn, T ] @ R+ @ R,

W (T, s, y ) = f ( s), P ( s, y ) I R
+ @ R.

期权的最优执行时间只可能在 t1 -, t2 -, ,, tn -或 T. 在时刻 ti - 执行期权的条件是 W ( ti, Ai s, y ) < f ( s).
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