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[摘要 ]  在较一般模糊度量空间中, 引入了统计收敛和统计柯西列的概念; 讨论了统计收敛和统计柯西列的一

些重要性质; 此外,还介绍了模糊度量空间中序列的稀疏子列、统计极限点、统计聚点的概念, 研究了它们之间

的相互关系. 统一和推广了+ enc imen µ和 Peh livan S近期的工作.
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Abstrac t: The concepts o f statistica l converg ence and sta tistica l Cauchy sequences are introduced in m ore general fuzzy

m etr ic spaces. Som e im portant properties o f sta tistica l convergence and sta tistica l Cauchy sequences are discussed. Th in
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  20世纪 50年代,统计收敛的概念首次被引入. 自此以后, 统计收敛的理论受到了许多数学工作者的

关注. 人们在许多文献中对统计收敛及其性质作了探讨,取得了一些有效成果.起初, 人们在经典度量空间

中对统计收敛及其性质作了详细的研究; 随着时间的推移,统计收敛及其性质的研究被推广至各种较广泛

的空间中,如 Karakus S、Desimm irc iK研究了概率赋范空间中序列以及二重序列的统计收敛的问题
[ 1, 2 ]

,

最近, +enc imen µ和 Peh livan S
[ 3]
则在模糊赋范线性空间中讨论序列的统计收敛及其性质, 遗憾的是该文

对模糊赋范线性空间的二元运算 L、R要求条件太强,即要求 L ( x, y ) = m in, R (x, y ) = m ax, 这一要求极

大地限制了结果的普遍性.本文在模糊度量空间中考虑统计收敛的问题, 且条件较文献 [ 3] 要弱得多,即

我们只要求 lim
ay 0+

R ( a, a ) = 0, 显然我们的讨论统一并推广了文献 [ 3]中的结果.

1 预备知识及定义

本文中 R表实数域,映射 u: R y [ 0, 1] , F (R )为所有这样的映射 u的集合, P u I F (R ),其 A- 水平

集定义为:

[ u] A =
{ t I R: u( t ) \ A}, 0 < A [ 1;

c l{ t I R: u( t ) > 0}, A= 0.

定义 1
[ 4]  实数域 R上的模糊集 u,称为模糊数. 若满足:

( 1) u是正规的, 即存在 t0 I R,使 u( t0 ) = 1;

( 2) u是模糊凸的,即 u ( Ks + (1 - K) t) \ m in{ u ( s), u( t) }, P s, t I R, K I [ 0, 1] ;

)8)
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( 3) u是上半连续的;

( 4) [ u ] 0 = cl{ t I R: u ( t) > 0}是紧集.

由定义 1可知,若定义:

�r( t ) =
1, t = r;

0, t X r,

则实数 r可以看作是一个模糊数.

易知, 若 u是一个模糊数 Z [ u] A是一个非空有界集,并且 P AI (0, 1] , 其 A-水平集: [ u] A = [ u
-

A,

u
+

A ] 是闭区间.

若 P t < 0, u ( t) = 0,则称 u是非负的模糊数. 记所有的非负模糊数之集为 G.容易知道: u I GZ u-A \

0, PA I [ 0, 1] .

定义 2
[ 5]  设 X 是非空集. d: X @X y G, L、R: [ 0, 1] @ [ 0, 1] y [ 0, 1],且关于每个变量是可换的、

不减的,满足 L ( 0, 0) = 0, R ( 1, 1) = 1. 记

[ d ( x, y ) ] A = [KA ( x, y ), QA (x, y ) ] , P x, y I X, A I ( 0, 1].

(X, d, L, R )是一个模糊度量空间, 若满足:

( 1) d ( x, y ) = 0Z x = y;

( 2) d ( x, y ) = d ( y, x ), Px, y I X;

( 3) P x, y, z I X,

( a) 若 s [ K1 (x, z ), t [ K1 ( z, y ), s + t [ K1 ( x, y ),则

d ( x, y ) ( s + t ) \ L ( d (x, z ) ( s), d ( z, y ) ( t) ).

( b) 若 s \ K1 ( x, z ), t \ K1 ( z, y ), s + t\ K1 ( x, y ),则

d( x, y ) ( s + t) [ R ( d ( x, z ) ( s), d ( z, y ) ( t ) ).

注 1 由定义 2知,若有 d (x, y ) = 0, 则 PA I (0, 1] ,有 QA ( x, y ) = 0.

定理 1
[ 6]  设 (X, d, L, R ) 是一个模糊度量空间, lim

ay 0+
R ( a, a) = 0,则

U = {U (E, A): E > 0, AI ( 0, 1] }

是 X @X上的 H ausdorff一致基,其中

U (E, A) = { ( x, y ) I X @X: QA ( x, y ) < E},

并且 Nx (E, A) = {y I X: QA (x, y ) < E} 是 X中 x的 H ausdo rff拓扑邻域.

以下均设模糊度量空间满足条件: lim
ay 0+

R ( a, a) = 0.

定义 3 设 (X, d, L, R )是一个模糊度量空间, {xn }是X中的一序列,且 x I X.若 P E> 0, AI ( 0, 1] ,

存在自然数N,当 n \N时, QA ( xn, x ) < E,则称 {xn }依模糊度量 d收敛于 x, 记之Fd - lim xn = x或 xn
F d

x ( n y + ] ).

定义 4 设 (X, d, L, R )是一个模糊度量空间, { xn }是X中的一序列.若 PE > 0, AI ( 0, 1],存在自

然数N, 当 n, m \N 时,有 QA ( xn, xm ) < E,则称 {xn }是 X依模糊度量 d的柯西列.

定义 5
[ 7]

 设 K 是自然数集 N的子集, 若

D(K ) = lim
ny+ ]

1

n
| { k I K, k [ n} |

存在, 则称 D(K )是 K的自然密度,其中 | { k I K, k [ n } | 表示集K 中不超过 n的元素的个数.

定义 6
[ 3]

 设 K 是自然数集 N的子集, 它的上密度定义为:

�D(K ) = lim
ny ]

sup
1

n
| k I K: k [ n |.

定义 7
[ 3]  设 { xn } 是一列实数, x I R.若 PE > 0,有

D( { n I N: | xn - x | \ E} ) = 0,

则称 { xn }统计收敛于 x,记之 st - l im xn = x或 xn
st

x ( n y + ] ).

)9)
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定义 8 设 (X, d, L, R ) 是一个模糊度量空间, {xn }是 X中的一序列, x I X.若 PE > 0, A I ( 0, 1] ,

有

D( { n I N: QA ( xn, x ) \ E} ) = 0,

则称 { xn }依模糊度量 d统计收敛于 x.记之 stFd - lim xn = x或 xn
stFd

x ( n y + ] ).

定义 9 设 (X, d, L, R )是一个模糊度量空间, { xn }是 X中的一序列.若 PE > 0, AI ( 0, 1] ,存在m

I N,使

D( { n I N: QA (xn, xm ) \ E} ) = 0,

则称 { xn }是 X 中依模糊度量 d的统计柯西列.

定义 10 设 (X, d, L, R )是一个模糊度量空间, { xn }是X中的一序列.若 { xn }的一个子序列收敛于 x,

则称 x是 { xn }的一个依模糊度量 d的极限点.记 { xn }的所有这样的极限点之集为 LFd ( xn ).

定义 11 设 (X, d, L, R )是一个模糊度量空间, {xn }是 X中的一序列, {xnk } 是 {xn }的子列, 记 K =

{ nk: k = 1, 2, , }.若 D(K ) = 0,则称 {xnk }是 {xn }的稀疏子序列;若 D(K ) > 0或 D(K ) 不存在,即 �D(K ) >

0, 则称 { xnk }是 { xn } 的非稀疏子序列.

定义 12 设 (X, d, L, R )是一个模糊度量空间, { xn }是X中的一序列, x I X.若存在 {xn }的非稀疏子

序列收敛于 x,则称 x是 {xn } 的依模糊度量 d的统计极限点. 记 {xn } 的所有这样的统计极限点之集为

+Fd ( xn ).

定义 13 设 (X, d, L, R ) 是一个模糊度量空间, {xn }是 X中的一序列, x I X.若 PE > 0

�D( { n I N: QA ( xn, x ) < E} ) > 0,

则称 x是 { xn }的依模糊度量 d的统计聚点.记 { xn }的所有这样统计聚点之集为 #Fd ( xn ).

定义 14 设 (X, d, L, R ) 是一个模糊度量空间, x I X, P r > 0,以 x为中心, r为半径的球定义为:

B( x, r, A) = {y I X: QA( x, y ) < r}  P A I ( 0, 1] .

引理 1
[ 8, 9]  设 (X, d, L, R )是一个模糊度量空间,则 PA I ( 0, 1], 存在 LI ( 0, 1], 满足: Px, y, z I

X 有

QA ( x, y ) [ QL( x, z) + QL ( z, y ).

2 主要结果及证明

引理 2 设 (X, d, L, R ) 是一个模糊度量空间, {xn }是 X中的一序列, x I X.若 PE > 0, A I ( 0, 1] ,

则下列等价:

( 1) stFd - lim xn = x;

( 2) D( { n I N: QA( xn, x ) \ E} ) = 0;

( 3) D( { n I N: QA( xn, x ) < E} ) = 1;

( 4) st - lim QA (xn, x ) = 0.

证明  此引理的证明很容易.
定理 2 设 (X, d, L, R )是一个模糊度量空间, { xn }是 X中的一序列,且是依模糊度量 d统计收敛的,

则其统计极限是惟一的.

证明  因为 lim
ay 0+

R ( a, a) = 0, 所以 P AI (0, 1] ,存在 AcI ( 0, 1], 使 R (Ac, Ac) < A, 且 Px, y, z I

X,有

QA ( x, y ) [ QAc( x, z) + QAc( z, y ).

若 stFd - lim xn = y1,且 stFd - l im xn = y2,则 P E> 0,对上述的 AcI (0, 1],记

K 1 = n I N: QAc ( xn, y1 ) \ E
2
, K 2 = n I N: QAc( xn, y2 ) \ E

2
.

由定义 8知: D(K 1 ) = D(K 2 ) = 0.

令: K = K 1 G K 2,则有 D(K ) = 0,所以 D(N \K ) = 1,从而 P n I N \K,有

QA( y1, y2 ) [ QAc (xn, y1 ) + QAc (xn, y2 ) <
E
2
+
E
2
= E.

)10)
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由 E的任意性知, QA ( y1, y2 ) = 0. 从而有 d (y1, y 2 ) = 0,所以 y1 = y2, 即统计极限是惟一的.

定理 3 设 (X, d, L, R )是一个模糊度量空间, { xn }是 X中的一序列,且 { xn }依模糊度量 d收敛于 x,

则 stFd - lim xn = x.

证明  因为 {xn }依模糊度量 d收敛于 x,由定义 3: PE > 0, AI ( 0, 1], 集合 K = { n I N: QA ( xn, x )

\ E}是有限集,所以 D(K ) = 0,即 stFd - lim xn = x.

注 2 若 stFd - lim xn = x,则 {xn }依模糊度量 d收敛于 x不一定成立.例如:

xn =
0, n = k

2
, k = 1, 2, ,

1, n X k
2
, k = 1, 2, ,

由于 PE > 0, A I (0, 1] ,

| { k [ n: QA ( xk, 1) \ E} | = | { k [ n: xk = 0} | [ n,

所以 D( { n I N, QA ( xn, 1) \ E} ) = 0, stFd - lim xn = 1.但由收敛定义知, {xn }却不依模糊度量 d收敛于

1.

定理 4 设 (X, d, L, R )是一个模糊度量空间,则 stFd - lim xn = x当且仅当存在自然数集 N的一个递

增子列K = { nk: k = 1, 2, , }作为指标集的 { xn }的子列 {xnk }, 满足 {xnk }依模糊度量 d收敛于 x, 且 D(K )

= 1.

证明  / ] 0 (必要性 )

设 stFd - lim xn = x,则 P k > 0, k = 1, 2, ,, AI ( 0, 1], 令:

K ( A, k ) = n I N: QA ( xn, x ) <
1
k
,

则知: D(K (A, k ) ) = 1,且 K ( A, k + 1) A K ( A, k ).

任取自然数 n1 I K ( A, 1), 由 D(K ( A, 2) ) = 1知,存在自然数 n2 > n1, 且 n2 I K ( A, 2), 当 n \ n2时,

1
n
| j I N, j [ n: QA ( xj, x ) <

1
2

| >
1
2
;

由 D(K ( A, 3) ) = 1知,存在自然数 n3 > n2, 且 n3 I K ( A, 3),当 n \ n3时,有

1

n
| j I N, j [ n: QA ( xj, x ) <

1

3
| >

2

3
;

,

由 D(K ( A, k ) ) = 1知, 存在自然数 nk > nk- 1, 且 nk I K ( A, k ),当 n \ nk时, 有

1

n
| j I N, j [ n: QA ( xj, x ) <

1

k
| >

k - 1

k
;

一直继续下去 ,

取

K = {1 [ n < n1 } G { G
nI K (A, k )

nk [ n < nk+ 1, k = 1, 2, , },

则对任意的 k = 1, 2, ,
1

n
| { j I K: j [ n} | \ 1

n
| j [ n: QA ( xj, x ) <

1

k
, j I K ( A, k ) | >

k - 1

k
,

所以 D(K ) = 1.

P E > 0,取
1
k
< E,当 n \ nk,且 n I K时,必存在自然数m \ k,使得 nm [ n < nm+ 1,从而有 QA ( xn,

x ) <
1
m

[ 1
k
< E,所以 { xn k }依模糊度量 d收敛于 x.

/ a 0 (充分性 )

若存在自然数集 N的一个递增子列 K = { nk: k = 1, 2, , }作为指标集的 { xn }的子列 {xn
k
}, 且 D(K )

= 1, { xnk }依模糊度量 d收敛于 x.则 PE > 0, AI ( 0, 1], 存在自然数N,当 nk \N时, 有 QA ( xnk, x ) < E,

)11)
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所以 { nk I K: QA (xn k, x ) \ E}是有限集, 从而 D( { nk I K: QA ( xnk, x ) \ E} ) = 0. 进而有 D( { nk I K: QA (xnk,

x ) < E} ) = 1. 又因为 { n I N: QA ( xn, x ) \ E} A N \ { nk I K: QA ( xnk, x ) < E}, 所以 D( { n I N: QA ( xn, x )

\ E} ) = 0, 即 stFd - lim xn = x.

定理 5 设 (X, d, L, R )是一个模糊度量空间, {xn }是 X中的一序列,则下列等价:

( 1) { xn }是 X 中依模糊度量 d的统计柯西列;

( 2) 存在自然数集 N的递增子列K = { nk: k = 1, 2, , }作为指标集的 { xn }的子列 {xnk },且满足 D(K )

= 1, { xn
k
}是依模糊度量 d的柯西列.

证明  此定理的证明可以仿照定理 4之证明.

引理 3 设 (X, d, L, R )是一个模糊度量空间, {xn }是 X中的一序列, x I X.若 { xn } 依模糊度量 d统

计收敛于 x,则 { xn }的任何一个非稀疏子序列,必存在收敛于 x的子列.

证明  设 { xnk }是序列 { xn }的任意一个非稀疏子列,则由定义 11知 �D( { nk I N: k I N } ) > 0. PE
> 0,由于 { nk I N: QA (xn

k
, x ) \ E, k I N } A { n I N: QA ( xn, x ) \ E},可得

�D( { nk I N: QA( xnk, x ) \ E, k I N } ) [ �D( { n I N: QA ( xn, x ) \ E} ) = 0,

所以 �D( { nk I N: QA (xnk, x ) \ E, k I N} ) = 0.又因为

{ nk I N: k I N } = { nk I N: QA ( xn
k
, x ) \ E, k I N } G { nk I N: QA ( xn

k
, x ) < E, k I N },

所以 �D( { nk I N: QA( xnk, x ) < E, k I N } ) > 0,从而 P E > 0, { nk I N: QA ( xn k, x ) < E, k I N }均是无限

集.

当 E= 1时,由 { nk I N: QA ( xn k, x ) < 1, k I N }是无限集,任取自然数 nk1 I { nk I N: QA (xnk, x ) < 1,

k I N }, 易知 xnk1
是 { xnk }中的点;当 E=

1

2
时, 由 nk I N: QA ( xn k, x ) <

1
2
, k I N 是无限集,可知存在自

然数 nk2 > nk1,且 xnk2
是 {xnk }中的点 ,;当 E=

1

j
时,由 nk I N: QA( xnk, x ) <

1

j
, k I N 是无限集知,存

在自然数 nk j > nk j- 1
,且 xnk j是 { xnk }中的点; 一直继续下去 ,,从而得到 { xn k }的一个子列 {xnk j }, 显然 Fd -

lim xn
k j
= x.得证.

定理 6 设 (X, d, L, R ) 是一个模糊度量空间, { xn } 是 X中的任一序列, 则 +Fd ( xn ) A #Fd ( xn ) A
LFd ( xn ).

证明  设 y I +Fd ( xn ),则存在 { xn }的一个非稀疏子列 {xnk }收敛于 y, 所以有 �D( { nk I N: k I N } )

= b > 0. P E > 0, 易知 { n I N: QA (xn, y ) < E} B { nk I N: QA (xn k, y ) < E, k I N }, 从而有

{ n I N: QA( xn, y ) < E} B { nk I N: k I N} \ { nk I N: QA ( xnk, y ) \ E, k I N }.

又因为 Fd - lim xnk = y,所以集合 { nk I N: QA ( xnk, y ) \ E, k I N }是有限集,从而有

�D( { n I N: QA (xn, y ) < E} ) \

�D( { nk I N: k I N } ) - �D( { nk I N: QA ( xnk, y ) \ E, k I N } ) = b - 0 > 0,

即 y I #Fd ( xn ).

设 y I # Fd ( xn ),则 P E > 0, A I ( 0, 1] , �D( { n I N: QA (xn, y ) < E} ) > 0.所以 X中 y点的任意邻域

N y (E, A)中均含有 {xn }中的无限多个点, 由引理 3的后半部分证明可知, y I LFd (xn ). 从而有 +Fd (xn ) A
# Fd ( xn ) A LFd (xn ).

定理 7 设 (X, d, L, R )是一个模糊度量空间, { xn }是 X中的一序列,若 stFd - lim xn = x, 则 +Fd ( xn )

= # Fd (xn ) = {x }.

证明  设 y I #Fd ( xn ),且 y X x,则 PE > 0,有 �D( { k I N: QA ( xk, y ) < E} ) > 0, 其中 { xk }是 { xn }

的一个非稀疏子列.

下证:

�D { k I N: QA ( xk, y ) < E} H { n I N: QA ( xn, x ) < E} = 0.

否则

�D { k I N: QA ( xk, y ) < E} H { n I N: QA ( xn , x ) < E} = b > 0,

)12)
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可得 �D( { k = n I N: QA (xk, y ) < E; QA ( xn, x ) < E} ) > 0. 所以由引理 3知,存在 { xk }的子列 (也是 {xn }的

子列 )同时收敛于 x、y, 这与极限的惟一性相矛盾! 所以

�D { k I N: QA ( xk, y ) < E} H { n I N: QA ( xn, x ) < E} = 0,

从而有

{ k I N: QA ( xk, y ) < E} A
(N \ { n I N: QA (xn, x ) < E} ) G ( { k = n I N: QA ( xk, y ) < E, QA ( xn, x ) < E} ),

所以

�D( { k I N: QA (xk, y ) < E} ) [

�D(N \ { n I N: QA ( xn, x ) < E} ) + �D( { k = n I N: QA ( xk, y ) < E, QA ( xn, x ) < E} ),

即 �D( { k I N: QA ( xk, y ) < E} ) = 0,这与 �D( { k I N: QA (xk, y ) < E} ) > 0相矛盾!所以得 x = y,即 #Fd ( xn )

= { x }.

再证 +Fd (xn ) = {x }, 由于 x I +Fd ( xn ),且由定理 6知, +Fd ( xn ) A # Fd (xn ) = { x },所以 +Fd ( xn ) =

{ x },即 +Fd (xn ) = #Fd ( xn ) = { x }.

引理 4 模糊度量空间中的任一个球都是开集.
证明  因为 lim

ay 0+
R ( a, a ) = 0,所以 P AI ( 0, 1], 存在 AcI ( 0, 1] ,使得 R ( Ac, Ac) < A, P x, y, z I X

有

QA ( x, y ) [ QAc( x, z) + QAc( y, z ).

设 B ( x, r, A)为 X中的任意一个球, P z I B (x, r, A), 取 r0 = r- QAc ( x, z ) > 0, 则 B ( z, r0, Ac) A B( x, r,
A).这是因为: P y I B ( z, r0, Ac),

QA ( x, y ) [ QAc( x, z) + QAc ( y, z ) < QAc( x, z ) + r0 = QAc( x, z ) + ( r - QAc (x, z ) ) = r,

所以 y I B (x, r, A).引理成立.

定理 8 设 (X, d, L, R )是一个模糊度量空间, {xn } A X,则 #Fd ( xn )是 X 中的闭集.

证明  由于 #Fd (xn ) A #Fd ( xn ),故只需要证 #Fd ( xn ) A #Fd ( xn )即可.

设 y I #Fd ( xn ), 则 P r > 0, AI (0, 1],存在 z I # Fd (xn ) H B (y, r, A).由引理 4知:存在 r0 > 0和

AcI (0, 1],满足 B ( z, r0, Ac) A B ( y, r, A), 从而有 { n I N: QA ( xn, y ) < r} B { n I N: QAc ( xn, z ) < r0 }. 又

因为 z I # Fd ( xn ), 所以有 �D{ n I N: QAc (xn, z ) < r0 } > 0, 从而 �D{ n I N: QA ( xn, y ) < r } > 0. 即 y I

# Fd ( xn ),进而有 #Fd ( xn ) A # Fd (xn ), 所以 #Fd ( xn ) 是 X中的闭集.
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