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[摘要 ]  利用插点方法, 研究图的 H-性,给出了 k-连通图是哈密尔顿的充分条件: 设 G是 k-连通图 ( k\ 2), 若

对于每个 Y I Ik+ 1 (G* ) , 在 G中, 有

R b ( Y ) = E
k

i= 0

| N ( Yi ) | >
b + k

2
( n(Y ) - 1) + L(

b ( 2k - b + 1)

2
- 1),

则 G是哈密尔顿图.
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Abstrac t: The technique of the ve rtex insertion is used to study the ham iltonic ity of g raphs. A new sufficien t condition

tha t k-connec ted graphs to be ham ilton ian is g iven as: Le tG be a k-connected graph w ith k\ 2. If

R b ( Y ) = E
k

i= 0

| N (Yi ) | >
b + k

2
( n( Y ) - 1) + L(

b( 2k - b+ 1)
2

- 1)

in G fo r each YI I
k+ 1

(G* ), then G is ham ilton ian.
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  本文涉及的图都是有限无向简单图,基本概念和记号参考 [ 1, 2]. 一个图 G称为哈密尔顿的, 如果 G

含哈密尔顿圈; 图 G中的圈 C称为极大圈,如果不存在 G的圈 C c, 使得 V( Cc) = V( C ).在研究图的哈密尔

顿问题中,一些关于顶点度、邻域并的充分条件起了很重要的作用.

定理 1
[ 3]  设 G是 k - 连通 n阶图 ( n \ 3, k \ 2), 若对 G的任意独立集 Z = { z1, z2, ,, zk+ 1 }, 有

E
k+ 1

i= 1
d ( z i ) >

( k + 1) ( n - 1)
2

,则 G是哈密尔顿图.

定理 2
[ 1]  设 G是 n阶 2 - 连通图 ( n \ 3), 如果对任意两个独立顶点 u、v, 有 | N ( u) G N ( v) | \

2n - 1
3

, 则 G是哈密尔顿图.

为了介绍本文结果,先给出以下符号.

设 t > 1是整数, 令

I t (G ) = { Y: Y是 G的独立集, | Y | = t }.

设 G是连通图, Y A V(G ), v I V(G ). 记 d ist( v, Y) = m in
yI Y

{ d ist( v, y ) } (这里 dist( v, y ) 表示 v与 y之

间的距离 ),

N i ( Y) = { v I V( G ): d ist( v, Y) = i} ( i = 0, 1, 2, , ),
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n ( Y) = | N 0 ( Y) G N 1 ( Y) G N 2 ( Y) | = | { v I V(G ): d ist( v, Y) [ 2} |.

显然, N ( Y) = N 1 ( Y), n( Y) [ | V (G ) |.

对于 v I V(G ), 记 N [ v] = N ( v ) G { v}. 设 { u, v} A V(G ), 令

J ( u, v) = {w I N ( u) H N ( v ): N (w ) A N [u ] G N [ v ] }.

图 G的部分平方图 G
*
是满足下列条件的图

[ 1]
: V (G

*
) = V(G ), 且 E (G

*
) = E (G ) G { uv: uv

E (G ),且 J ( u, v) X Á }.

本文将利用插点引理
[ 4]

, 证明主要结果定理 3. 在定理 3中, 我们总假设 Y = { y0, y1, ,, yk } I

Ik+ 1 (G ), b是整数, 0 < b < k + 1. 对于 i I { 0, 1, ,, k }, Yi = {y i, yi- 1, ,, yi- ( b- 1) } A Y (这里 yj的下

标取模 k + 1). 当 1 < b < k时,令 L = 1;当 b I { 1, k }时, 令 L = 0.

定理 3 设 G是 k - 连通图 ( k \ 2), 若对于每个 Y I Ik+ 1 (G
*

), 在 G中, 有

Rb ( Y) = E
k

i= 0

| N ( Yi ) | >
b + k

2
( n( Y) - 1) + L(

b( 2k - b + )
2

- 1),

则 G是哈密尔顿图.

注  设 Gk = Kk+ 1, k ( k \ 2), 其二部为 ( Y, U). 显然 Gk是 k -连通非哈密尔顿图, | V (Gk ) | = 2k+

1. 且 G
*
k = Gk, Ik+ 1 (G

*
k ) = Ik+ 1 ( Gk ) = { Y}, n ( Y) = | V(Gk ) |,对任意 y I Y, N (y ) = U. 记 Y = { y0,

y 1, ,, yk }. 当 b = 1时,有

Rb ( Y) = k( k + 1) =
1
2

( k + 1) ( n( Y) - 1) =
b + k

2
( n ( Y) - 1).

因此,当 b = 1时, 图 Gk表明定理 3不能被改进,因而在此意义下,定理 3是最好可能的.

显然, 定理 3改进推广了定理 2; 当 b = 1时, 定理 3改进推广了定理 1.

1 基本引理

在本节, 我们总假设 G是连通非哈密尔顿图, C是 G的极大圈,H 是 G - V( C )的一个分支. { v1, v2,

,, vm } A NC (H ) 且 v1, v2, ,, vm依次排列在 C上, vi的下标取模 m. 若 x I V(C ), x
+
和 x

-
分别表示 x的

沿 C方向的前继点与后继点.

对于每个 i I { 1, 2, ,, m }, 顶点 u I C ( vi, vi+ 1 ) 被称为可插点
[ 4]

, 如果存在点 w I C [ vi+ 1, vi ), 使

得 {w, w
+

} A N ( u ). 否则 u被称为不可插点.

引理 1
[ 4]

 对于 i I { 1, 2, ,, m },设 u I C ( v i, vi+ 1 ), 如果 C ( vi, u )中的所有顶点都是可插点,则 u

NC (H ). 因此,在 C ( vi, v i+ 1 )中存在不可插点.

由引理 1, 对于每个 i I { 1, 2, ,, m }, 记 xi是 C ( vi, v i+ 1 )中的第一个不可插点.

令 Xm = {x1, x 2, ,, xm }, XM = { x0 } G Xm,这里 x0是H 内的任意一点. 记 X c= {xp1
, xp 2

, ,, xpkc } A
Xm (这里 1 [ p1 < p2 < , < pkc [ m, kc= k, 或 k + 1).为了方便起见, 对于 t I { 1, 2, ,, kc}, 我们总

假设 xpt
= xct, vp t

= vct. 当 kc= k+ 1时, 令 X = X c,且 xck+ 1 = xc0, 此时 X H V(H ) = Á ; 当 kc= k时,

令 X = X cG { xc0 } (这里 xc0 = x0 ), 此时 X H V(H ) = { xc0 }.

记 JX = G
kc

t= 1
C [ xct, vct+ 1 ] , KX = V( G ) \JX .

引理 2
[ 4]  当 kc= k时, KX H N 0 (X ) = { x0 }, 当 kc= k + 1时, KX H N 0 (X ) = Á ; XM I Im+ 1 (G );

X I Ik+ 1 (G ); KX A S0 (X ) G S1 (X ).

引理 3
[ 1]  XM I Im+ 1 (G

*
), 因此, X I Ik+ 1 ( G

*
).

一个区间 C [ z1, z2 ) ( A C [ xct, vct+ 1 ] , t I { 1, 2, ,, kc} )称为 CX - 区间,如果

( i) C ( z1, z2 ) H S0 (X ) = Á ,

( ii) z1 I N 2 (X ) G X, z2 I S0 (X ) G { v
c+
t+ 1 }.

一个 CX - 区间 C [ z1, z2 )称为简单的, 如果 C ( z1, z2 ) A S1 (X ).

引理 4
[ 4]  设 C [ z1, z2 ) ( A C [ xct, vct+ 1 ], t I { 1, 2, ,, kc} ) 是一个 CX - 区间,令 L i = N ( xci ) H

C ( z1, z2 ) ( i I { 0, 1, ,, k } ).

)22)
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若 X H V(H ) = Á (即 kc= k + 1), 则

L t, L t- 1, ,, L1, L0 = Lk+ 1, Lk, ,, L t+ 1

(有的可能是空集 )构成C (z1, z2 )的仅在端点相交的相继子路, 且对于 i I { 1, 2, ,, k+ 1} \ { t }, | L i | [ 1.

若 X H V(H ) = { xc0 } (即 kc= k ), 则

L t, L t- 1, ,, L1, Lk, Lk- 1, ,, L t+ 1, L0

(有的可能是空集 )构成 C ( z1, z2 )的仅在端点相交的相继子路, 且对于 i I { 1, 2, ,, k } \ { t }, | L i | [ 1.

我们总假设 b是整数 ( 0 < b < k + 1),

X i = { xci, xci- 1, ,, xci- ( b- 1) } ( A X ),

i I { 0, 1, ,, k }, vi的下标取模 k + 1.

令 U A V (G ).我们总假设

Rb ( U, X ) = E
k

i= 0

| N (X i ) H U |;

R b (X ) = Rb ( V( G ), X ) = E
k

i= 0

| N (X i ) |.

由 R b (X )的定义, 不难检验下列结论成立.

引理 5 ( 1) 若 w I S1 (X ) H N (xcq ), 则 R b ( {w }, X ) = b = b - 1 + | { q } |.

( 2) 令 i0 \ 2, w I S i0
(X ) H C [ xct, vct+ 1 ] H N ( xcq1

) H N (xcq2
) H , H N ( xcqi0

).

这里当 b X 1, 且 xc0 I N (w ) H V(H ) )时,

( t \ ) q1 > q2 > , > qic
0
( > 0) ( k \ ) qic

0
+ 1 > , > qi

0
- 1 ( \ t+ 1) > qi

0
( = 0).

当其它情形时,

( t \ ) q1 > q2 > , > qic
0
( \ 0) ( k \ ) qic

0
+ 1 > , > qi

0
( \ t+ 1).

则

Rb ( {w }, X ) [

{ q1, q2, ,, qi
0
} ,

若 b = 1;

m in{ k + 1, b - 1 + { q1, q1 - 1, ,, qi
0

} },

若 b X 1且 xc0 N (w ) H V (H );

m in{ k + 1, b - 1 + { q1, q1 - 1, ,, t+ 1} + m in{ t+ 1, b} },

若 b X 1且 xc0 I N (w ) H V(H ).

这里 q1, q1 - 1, q1 - 2, ,, qi0
将取模 k + 1.

若 X H V(H ) = { xc0 } (即 kc= k ), 记 F= 1;若 X H V (H ) = Á (即 kc= k + 1),记 F= 0.

由引理 4、5,不难检验下列结论成立.

引理 6 ( 1) Rb (KX, X ) = b ( | KX | - F- | KX H N 2 (X ) | - | G
l> 2

(N l (X ) H KX ) | ).

( 2) 设 C [ z1, z2 ) A C [ xct, vct+ 1 ] 是 CX - 区间,则

Rb ( C [ z1, z2 ), X ) [

b+ k
2

| C [ z1, z2 ) |,

若 b I { 1, k }, xc0 N (C [ z1, z2 ) ) H V(H ),或 t = k;

b+ k

2
| C [ z1, z2 ) | + m in{ t+ 1, b },

若 b { 1, k }, xc0 I N (C [ z1, z2 ) ) H V(H ),或 t X k.

并且当 C [ z1, z2 ) 是简单区间时,

Rb (C [ z1, z2 ), X ) = b ( | C [ z1, z2 ) | - 1).

( 3) 如果在 C [xct, vct+ 1 ]上存在 Kt个简单 CX - 区间,则

)23)
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R b (C [xct, vct+ 1 ] , X ) [

b+ k
2

( | C [ xct, vct+ 1 ] | - Q
( t)

s - | G
l> 2

(N t (X ) H C [ xct, vct+1 ] ) | ) + b( Q
( t)

s - Kt ),

若 b I { 1, k }, xc0 V(H ),或 t = k;

b+ k
2

( | C [ xct, vct+ 1 ] | - Q
( t)

s - | G
l> 2

(N l (X ) H C [ xct, vct+1 ] ) | ) + b( Q
( t)

s - Kt ) +

m in{ t + 1, b }Gt,

若 b { 1, k }, xc0 I V(H ), 或 t X k.

这里 Gt = | N (xc0 ) H (C [xct, vct+ 1 ] \C
( t)

s ) |.

引理 7 设有 K个 简单 CX - 区间, 则

Rb (X ) [ b+ k
2

( n (X ) - F- | N 2 (X ) H KX | - K) + L(
b( 2k - b + 1)

2
- 1).

证明  分两步证明.

( a) Rb (X ) [ b + k

2
( | JX | - Qs - | G

l> 2
(N l (X ) H JX ) | ) + FLE

k- 1

t= 1
m in{ t+ 1, b }Gt +

b( Qs - K+ | KX |- F- | N 2 (X ) H KX | - | G
l> 2

(N l (X ) H KX ) | ) [

b + k

2
( n(X ) - F- | N 2 (X ) H KX | - K) + FLE

k- 1

t= 1

m in{ t + 1, b }Gt.

注意到 JX = G
kc

t= 1
C [ xct, vct+ 1 ]xc且 K= E

kc

t= 1
Kt. 若 xc0 V (H ) 或 b I { 1, k }, 则 FL= 0; 若 xc0 I V(H )

且 b { 1, k }, 则 FL = 1. 这样由引理 6( 3), 不难得到

R b (JX , X ) = E
kc

t= 1

R b (C [xct, vct+ 1 ] , X ) [

E
kc

t= 1

b + k
2

( | C [ xct, vct+ 1 ] |- Q
( t)

s - | G
l> 2

(N l (X ) ) H C [xct, vct+ 1 ] | ) +

b (Q
( t)

s - Kt ) + FLE
k- 1

t= 1

m in{ t+ 1, b} Gt =

b + k
2

( | JX | - Qs - | G
l> 2

(N l (X ) H JX ) | ) + b( Qs - K) + FLE
k- 1

t= 1
m in{ t+ 1, b} Gt.

由 V(G ) = JX G KX , R b (X ) = Rb ( JX , X ) + Rb (KX , X ). 这样由引理 6( 1), 易见 ( a)成立.

( b)若 xc0 V (H ), 则由 ( a), 结果显然成立.

若 xc0 I V(H ) 且 | NC (x0 ) | [ k+ 1, 则不失一般性,我们假设 Gt = |N (xc0 ) H C [xct, vct+ 1 ] \C
( t)

s | [

1 ( t I { 1, 2, ,, k - 1} ). 这样

E
k- 1

t= 1
m in{ t+ 1, b} Gt [ E

b- 1

t= 1
( t + 1) + b ( k - b ) =

( 2k - b + 1) b
2

- 1,

由 ( a) ,结论成立.

若 xc0 I V (H ) 且 | NC (x0 ) | [ k - 1, 则不失一般性, 我们假设 Gk- 1 = 0, Gt [ 1 ( t I { 1, 2, ,, k -

2, k } ). 这样

E
k- 1

t= 1
m in{ t+ 1, b} Gt [ E

b- 1

t= 1
( t+ 1) + b ( k - 1 - b ) =

( 2k - b - 1) b
2

- 1,

由 ( a) ,结论成立.

引理 8 设 F= 0及 i0 I { 1, 2, ,, kc}. 若 vci0
I S0 (X ), 则 Ki0- 1 \ 1 (这里 Ki0-1是 C [ xci0- 1, vci0

]上

的简单 CX - 区间的个数 ); 若 vci
0

S0 (X ), 则 x I N 2 (X ) H KX H N ( vci
0
). 因此总有 F+ | N 2 (X ) H KX |

+ Ki0- 1 \ 1.

证明  注意到 F= 0 即 X H V (H ) = Á . 因此由引理 1, V (H ) H N 0 (X ) G N 1 (X ) = Á . 若

vci
0

I S0 (X ), 则在 C [ xci
0
- 1, vci

0
]上存在简单 CX - 区间 C [ z, z

+
) (这里 z

- I C [ xci
0
- 1, vci

0
] 是最后一个不

)24)
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属于 S0 (X )的顶点 ), 因此 Ki0- 1 \ 1; 若 vci0
S0 (X ), 则存在 x I N ( vci0

) H V(H ), 即 x I N 2 (X ) H KX .

因此总有 F+ | N 2 (X ) H KX | + Ki0- 1 \ 1.

2 定理 3的证明

用反证法. 假设 G不是哈密尔顿图, C是 G的一个最长圈, H是 G - V (C )的一个分支. 由于 G 是 k -

连通的且 k \ 2, 因此, | NC (H ) | \ k. 若 | NC (H ) | = k,记 kc= k; 若 | NC (H ) | \ k + 1, 记 kc= k +

1. 设 { v1, v2, ,, vkc} A NC (H ), v1, v2, ,, vkc依次排列在 C上. 由引理 1, 对于每个 i I { 1, 2, ,, kc}, 令 x i

是 C ( vi, vi+ 1 ) 的第一个不可插点. 记 X c= {x1, x2, ,, xkc}. 若 kc= k + 1, 则记 X = X c且 xk+ 1 = x0, 因

此, x0 V(H ); 若 kc= k, 则记 X = X cG {x 0 } (这里 x0是 H 中的任一点 ). 由引理 3, X = { x0, x1, ,,

xk } I Ik+ 1 ( G
*

).

另一方面, 由引理 8, F+ | N 2 (X ) H KX | + K\ 1. 注意到, 若 x0 I V(H ), | NC ( x0 ) | [ k. 这样由

引理 7, 有

Rb (X ) = E
k

i= 0

| N (X i ) | [ b + k
2

( n(X ) - 1) + L ( 2k - b+ 1) b

2
- 1 ,

与条件矛盾.
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