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[摘要 ]  四阶幻方共有 7 040个不同的形式, 在 8阶变换群的作用下便可得到 880个基础形式.证明了存在 1个

32阶变换群, 并将 880个基础形式进一步分成 220类.
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Abstrac t: It is w ellknown that there are 7 040 d ifferent m ag ic squares o f o rder 4, wh ich have 880 basic form s unde r the

transform ation g roup of o rder 8. It is proved that there is a transform a tion group o f o rder 32, and underwh ich 880 bas ic

form s can be d iv ided into 220 classes.
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  幻方在我国称为纵横图与龟背图, 西方称之为魔方或幻方 (M ag ic Square) ,是由数 1, 2, ,, n
2
排列

而成的 n @ n方阵,方阵中每 1行、每 1列以及两对角线上 的 n个数之和均相等, 其值 (称为幻和 M ag ic

Sum ) 为 n ( n
2
+ 1) /2.

幻方最早记载于我国公元前 500年的春秋时期5大戴礼6中, 这说明我国人民早在 2 500年前就已经

知道幻方的排列规律.而国外直到公元 130年, 才由希腊人 A lexandria Theon第 1次提到幻方.欧洲最早幻

方是 1514年德国画家 A lberch tDure在他著名铜版画 Melenco l ia上所画的 4 @ 4幻方
[ 1]

,有趣的是,他连创

作年代 ( 1514) 也镶嵌在这个方阵中, 而且上下左右 4个小方阵和皆为 34,是欧洲最古老的幻方.

幻方有许多用途,特别是计算机的发展赋予了它新的意义.目前,它在程序设计、图论、人工智能、组合

分析、实验设计 (如正交设计 )以至工艺美术方面都有广泛应用
[ 2-6 ]

.本文主要是探寻四阶幻方的变换群,

并对四阶幻方的 880个基础形式进行分类.

1 三阶幻方的分类

众所周知,三阶幻方共有下面 8种不同形式
[ 7]
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其中 A 2, A 3, ,, A 8可以由 A 1经旋转 90b或沿主对角线翻转数次得到.

定理 1 三阶幻方共有 8种不同形式,在 8阶变换群下,有 1种基本形式.

2 四阶幻方的 8阶变换群

假设 A = ( ai, j ) 4 @4是一个四阶幻方 , S = { ( i, j): 1 [ i [ 4, 1 [ j [ 4}是四阶幻方中元素 ai, j位置

的集合.

定义 1 设 U是 S上的一个一一变换, A = ( a i, j ) 4@4是任意一个四阶幻方, 并设 bi, j = aU- 1( i, j )
及 B =

( bi, j ) 4@4 . 若 B总是一个四阶幻方,则称 U是一个四阶幻方变换,并记 U(A ) = B.

引理 1 a1, 1 + a1, 4 + a4, 1 + a4, 4 = 34, a2, 2 + a2, 3 + a3, 2 + a3, 3 = 34.

证明  根据四阶幻方定义可证得.

定义 2 ( 1)以 S表示绕四阶方阵 A = ( ai, j )的中心沿反时针旋转
2P
4
所作变换, 则这个方阵的所有旋

转都可以表成 S
i
( i = 1, 2, 3, 4) 的形式, 即 S( i, j) = ( ( 14) ( 23) ( j ), ( i) ), S

- 1
( i, j) = ( ( j),

( 14) (23) ( i ) ).

( 2)以 R表示以主对角线为对称轴所作翻转变换, 即 R( i, j) = ( j, i ).

引理 2 R和 S是 2个四阶幻方的变换.

证明  设 A = ( a i, j ) 4@4是任一个四阶幻方, 则有:

  显然 R和 S是 2个四阶幻方的变换.

不难看出:

引理 3 假设H是由 R、S生成的群.那么 R、S有下面关系式:

R
2
= S

4
= SRSR = e.

从而进一步有H为 8阶群.

下面结果来自于文献 [ 8]:

引理 4 不同形式的四阶幻方共有 7 040个.

引理 5 在变换群H的作用下,四阶幻方有 880个基本形式.

3 四阶幻方的 32阶变换群

再引进 S上的两个一一变换 <和 U:

假设  < ( i, j) = ( ( 14) ( i), ( 14) ( j) ), U( i, j) = ( ( 13) (24) ( i ), ( 13) ( 24) ( j) ).

引理 6 <和 U是四阶幻方的 2个变换.

证明  设 A = ( a i, j ) 4@4是任一个四阶幻方, 则有:

)27)
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  可见 < (A )和 U(A ) 皆为四阶幻方, 因此引理 6得证.

下面证明变换 R, S, <和 U生成了 32阶群.

定理 2 假设N是由 R、S、<和 U生成的群,那么有下面关系式:

R
2
= S

4
= <

2
= U

2
= e,

RS = S
- 1
R, R< = <R, RU = UR,

S< = <S, SU= US, U< = S
2
<U.

从而进一步有N 为 32阶群.

证明  由引理 3知: H = 3R, S4 = { e, R, S, S
2
, S

3
, RS, RS

2
, RS

3
}.

根据上面关系式直接证得 <UH = U<H,且H、<H、UH、<UH两两不相交. 这就是说, N = H G <H G UH

G <UH为 32阶群.

因此我们有:

定理 3 在变换群N作用下,四阶幻方分成 220个不同形式的类.
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