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[摘要 ] � 设 G是一个图. 若对 G 中任意距离为 2的点对 x, y,总存在 u� N ( x )�N ( y ), 使得 N [ u] �N [ x ] � N

[ y ], 则称 G是拟无爪图. 本文给出了拟无爪图是泛圈图的一个充分条件: 设 G是 n阶 2-连通无 {K 4, P 5, A }的拟

无爪图, G� Cn,则 G是泛圈图.
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Abstrac t: A graph G is quas i c law- free if it satisfies the property: d ( x, y ) = 2� the re ex ists u� N ( x )�N ( y ), such

tha tN [ u ]�N [ x ] � N [ y ] . In this paper, we g ive a suffic ient condition for quas-i claw- free g raphs to be pancyclic: L et

G be a 2-connec ted quas-i claw- free g raph w ith |V (G ) | = n, G� Cn, and G is {K 4, P5, A }-free, then G is pancyclic.
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� � 本文仅讨论有限无向简单图,文中未说明的记号和术语见 [ 1].

设 G是一个图, V (G )和 E (G )分别为图 G的顶点集和边集. 若 v � V (G ),则 N ( v) = { u � V (G ): uv

� E (G ) }, N [ v] = N ( v) � { v}.图 G的任意两点 u, v之间的距离记为 d ( u, v).设 C是 G的一个圈, u, v �

V (C ). 设 P [ u, v]为 G中的一条 ( u, v) - 路, 若 P ( u, v ) � V (C ) = �,则称 P [ u, v]为圈 C的一个旁路,简

记为 C - 旁路.设 G是一个 n阶图,若对每一个 k ( 3 � k � n ), G都含有长为 k的圈, 则称 G为泛圈图.

如果图 G中不含同构于 K 1, 3的导出子图,则称 G是无爪图.

如果对图 G中任意一对距离为 2的顶点 x, y,存在 u � N ( x )

� N ( y ),使得N [ u ] �N [ x ] � N [ y ] ,则称 G是拟无爪图. 显然,

无爪图一定是拟无爪图.反之不真.例如, 设图 G = ( V, E ),其中

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, E = {12, 14, 15, 17, 23, 25, 34, 36, 47,

56, 67}, 则图 G是拟无爪图,但不是无爪图.

如果图 G中不含同构于 {K 4, P 5, A }的导出子图, 则称 G是

无 {K 4, P 5, A }图.这里的图 A与 P5如图 1所示.

关于拟性及泛圈性的讨论见 [ 2] - [ 7].

1� 引理

引理 1� 设 G是拟无爪图, G包含长为 r的圈 C, 但不含长为

r + 1的圈,这里 3 � r < n. 且设 x V (C ), u � V (C ), xu � E (G ).则
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( 1) u
-

u
+ � E (G );

( 2) x u
-

, x u
+

E ( G ); xu
- 2

, xu
+ 2

E (G );

( 3) 若图 G是无 K 4图, 则 uu
+ 2

, uu
- 2

E (G );

( 4) 若图 G是无 {A, K 4 }图, 则 u
-

u
+ 2

, u
+

u
- 2 � E (G ).

证明 � ( 1) 见参考文献 [ 2].

( 2) 圈 C是图 G中长为 r的圈,而图 G不含长为 r + 1的圈,故 xu
-

, xu
+

E (G ).若 x u
- 2 � E (G ),则

可得 G的长为 r + 1的圈,矛盾.故 xu
- 2

E (G ).同理 x u
+ 2

E (G ).

( 3) 若 uu
+ 2 � E (G ),则 d ( x, u

+ 2
) = 2. 由拟无爪图定义, 存在 y � N ( x ) � N ( u

+ 2
), 使得 N [ y ] �

N [ x ] � N [ u
+ 2

]. 若 y � V (G ) \V (C ), 且 y � x,则可得长为 r + 1的圈 uxyu
+ 2

Cu,矛盾. 故 y V (G ) \V ( C ).

显然 y � u
+ 2

.若 y = u,则 u
- � N [y ] � N [x ] � N [u

+ 2
],因为 xu

-
E (G ),故 u

-
u

+ 2 � E (G ), 则 G [ u
+ 2

u
+

uu
-

] � K 4,矛盾. 故 y � u. 若 y = u
+
, 则 xu

+ � E ( G ),与 (1) 矛盾.故 y � u
+

.同理 y � u
-
, u

- 2
.若 y �

V (C ) \ { u
- 2

, u
-

, u, u
+

, u
+ 2

, },则 y
+ � N [y ] � N [x ] � N [u

+ 2
],又 xy

+
E (G ),则 y

+
u

+2 � E (G ),于是可

得 r + 1圈 uxy�Cu
+ 2

y
+

C u
-

u
+

u,矛盾.故 y V (C ).

综上可知 uu
+2

E (G ).同理 uu
- 2

E (G ).

( 4) 若 u
-

u
+ 2

E (G ), 则 G [ xuu
-

u
+

u
+ 2

] � A,矛盾.故 u
-

u
+ 2 � E (G ).同理 u

+
u

- 2 � E ( G ).

引理 2� 设 G是 n阶 2 - 连通图, C是 G的圈, v1, v2 � V (C ), P = v1x1x2�xr v2是圈 C的一条非弦的

最短旁路,则当 r� 2时,对任意 v � V ( C ) \ { v1, v2 },有 vxi E ( G ), 1 � i � r.

我们称这样的路为圈 C的最短旁路.

2� 定理的证明

定理 � 设 G是 n阶 2 - 连通无 {K 4, P5, A }的拟无爪图,且 G � Cn,则 G是泛圈图.

证明 � 首先证明 G含 3 - 圈.

因为 G是 2 - 连通图,故 G中含圈,取 G的最长圈 C.

情形 1� | V ( C ) | = 3,则图 G包含 3 - 圈.

情形 2� 3 < | V (C ) | < n,则存在 x V (C ), u � V (C ),使得 xu � E (G ),由引理 1知, u
-

u
+ � E (G ).

于是, 图 G包含 3 - 圈.

情形 3� | V (C ) | = n,因为 G � Cn,所以存在 u, v � V ( C ),使得 uv � E (G ) \E (C ).若 | C [ u, v] | =

3或 | C [ v, u ] | = 3, 则图 G包含 3- 圈.故 | C [ u, v] |� 4且 | C [ v, u ] |� 4.若 u
-

u
+ � E (G ), 则 uu

+
u

-

u是图 G的 3 - 圈.若 u
-

u
+

E (G ),则 d ( u
-
, u

+
) = 2,由拟无爪图的定义,存在 y � N ( u

-
) � N ( u

+
),使

得 N [ y ] � N [ u
-

] � N [ u
+

].显然 y � u
-
, u

+
,若 y = u,则 v � N [ y ] � N [ u

-
] � N [ u

+
] ,于是, vu

-
, vu

+

中至少一条边存在,即存在 3 - 圈.若 y = v,则 vu
-

, vu
+ � E ( G ),即图 G包含 3 - 圈.若 y � C ( u

+
, v), 则

存在 y
+ � N [ y ] � N [ u

-
] � N [ u

+
],有 y

+
u

-
, y

+
u

+
中至少一条边存在, 即存在 3- 圈.若 y � C ( v, u

-
),

则存在 y
- � N [y ] � N [ u

-
] � N [ u

+
] ,有 y

-
u

-
, y

-
u

+
中至少一条边存在,即存在 3 - 圈.

综上可知,图 G包含 3 - 圈.

其次证明图 G含 4 - 圈.

由上面讨论可知,图 G含有 3 - 圈,设 3 - 圈为 C 3 = v0v1v2v0.因为 G是 2- 连通图,设 C 3的最短旁路

为 P = v0x1x2�xr v1,因为 G是无 P 5图,故 1 � r � 3. r = 1时,存在 4 -圈 v0x1v1 v2v0. r = 2时,存在 4 -圈

v0x1x2 v1v0. r = 3时, 依引理 2有 G [x1 v0v2v1x3 ] � A,矛盾. 故 r � 3.

综上可知,图 G包含 4 - 圈.

最后证明 G有任意 k圈, 4 < k � n.

设 r是满足 4 � r < n的最小整数, 使得图 G包含 r圈,但不含有 r + 1圈.设 C = v0v1�vr- 1是 G的一

长为 r的圈, 4 � r < n.且 G不含 r + 1圈,因为 G是 2 - 连通图,设 P = v0x 1x2�xr vj是 C的最短旁路.因

为 G是无 P5图,故 1 � r � 3.

� r = 1时

�23�

张 � 洁, 等:拟无爪泛圈图的一个充分条件



a. j = 1时,可得图 G的 r + 1圈 v0x1v1Cv0,矛盾.同理当 j = r - 1时, 也可得图 G的 r + 1圈 v0C vr- 1x1v0,

矛盾.

b. j = 2时, 可得图 G的 r + 1圈 v0x 1v2Cvr- 1v1v0, 矛盾. 同理当 j = r - 2时, 也可得图 G的 r + 1圈

v1C vr- 2x1v0vr- 1v1, 矛盾.

c. 3 � j � r - 3时,显然 vr- 1x1, vj- 1x1 E ( G ),又 vr- 1 vj E (G ) (否则 G有 r + 1圈 v0Cvj- 1vj+ 1C vr- 1vj x1v0 ),

vr- 1 vj- 1 E ( G ) (否则 G有 r + 1圈 v0C vj- 1vr- 1�Cvjx1v0 ), v0vj- 1 E (G ) (否则 G有 r + 1圈 v1Cvj- 1v0x1vjCvr- 1v1 );

若 v0vj E ( G ),则 G [ vr- 1v0x1vj vj-1 ] � P 5,矛盾;若 v0vj � E (G ),则 G [ vr- 1 v0x1 vj vj- 1 ] � A, 矛盾.

� r = 2时

a. j = 1时,可得图 G有 r + 1圈 vr- 2v1x2x1v0v2C vr- 2,矛盾.同理当 j = r - 1时,也可得图 G有 r + 1圈

v2vr-1x2x1v0vr- 2�C v2, 矛盾.

b. j = 2时, 可得图 G 有 r + 1圈 v0x1x 2v2C v0, 矛盾. 同理当 j = r - 2时, 也可得图 G 有 r + 1圈

voCvr- 2x2x 1v0, 矛盾.

c. 3 � j � r - 3时, 显然 G [ vr- 2vr- 1v0x1x 2 ] � P5,矛盾.

� r = 3时

a. j = 1时,由引理 2可知 G [ vr- 1v0x1x2x3 ] � P5,矛盾.

b. 2 � j � r - 1时, G [ v1v0x 1x2x3 ] � P 5, 矛盾.

故假设不成立,定理证毕.
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