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[摘要 ] � 利用 PDE在 L ie群下的不变性理论研究了方程 uxx + uyy + �u
p = 0在不变群下的不变解, 得到相应的一

些几何不变群, 并给出方程在不变群下的不变形式和不变解.

[关键词 ] � 射流空间, 对称群, 群不变解, 无穷小生成元

[中图分类号 ] O175�4� [文献标识码 ] A � [文章编号 ] 1001-4616( 2009) 01-0035-04

InvariantGroups and Invariant Solutions of Equation

uxx + uyy + �u
p
= 0 on Jet BundleR

3

HeMei

(D epartm en t ofM athem at ics, H ua iyin T each ersC ollege, H uaian 223300, Ch ina)

Abstrac t: By us ing the invar iance o f a PDE, the invarian t g roups adm itted by equation uxx + uyy + �up = 0 on jet bundle

a re stud ied. In finitesim a l g enerators o f the co rresponding geom e tric invariant g roups are obta ined. And the invar iant

form s and a fam ily of g roup- invar iant so lutions are also g iv en.
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� �众所周知, L ie群理论的一个重要应用就是微分方程的不变解. 对于许多来自几何和物理领域的微分

方程, 求它们的精确解是非常困难的, 能反映方程通解的近似特点及其奇点分布结构的群不变解则为研

究这些有重要背景的微分方程提供了有力的工具
[ 1 - 4]

. 局部变换群理论无论在线性 PDE还是非线性 PDE

中的应用起源于 Sophus Lie的研究. 他研究了给定 PDE的所有向量场的 L ie代数保持系统不变性可以由

一种称为�定义方程�的一种基本形式的辅助 PDE的大量的解直接发现. 在 19世纪 60年代初期, Ovsjan-

n ikov L V在群不变解上的工作从根本上论证了 Lie群对复杂偏微分方程组显解的重构方法的影响与一

般性. 这项工作相继有 Ovsjannikov, B luman
[ 5]
, Co le, Ames和 Ho lm等人在做, 并且对一些重要的方程给

出了许多新的显解.另一方面, 1979年前后 Goldschm idt和 Spencer
[ 6 ]
在进一步的研究中发现了对称群的

定义方程可解性的一般条件.

对对称群及对称解的研究,人们已经做了大量的工作,并且得到了许多结果, 例如: O lver P J
[ 7 ]
、B ila

N
[ 8 ]
、G iacomo C av ig lia

[ 9]
和 Sukeyuk iKum e,i B lum an GeorgeW

[ 10]
利用不变群的理论来研究关于 PDE的一

些解; 它还在孤立子理论中有广泛的应用
[ 11]

.在应用方面, L ie群理论在物理、化学、生物等领域也有许多

独特的作用
[ 12]

.

本文将由在点变换 L ie群下 PDE的不变性来构造方程 uxx + uyy + �u
p

= 0的不变群及在某些不变群下

方程 uxx + uyy + �u
p

= 0的不变解.首先考虑射流空间 (x, u, �u, �2u, � , �k u ) - space上的 PDE:

F (x, u, �u, �2u, � , �k u ) = 0, ( 1)

其中 x = ( x1, x2, � , xn )表示对应于 n个独立变量的坐标, u为非独立变量, �j u表示 u关于 x的直到 j阶

的偏导数, 此时关于坐标 x, u, �u, �2u, � , �k u的方程 ( 1) 称为代数方程.
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1� 预备知识

我们先介绍一些本文需要的主要定义, 其它未涉及的有关 L ie群的基本术语与记号均可参见文献

[ 13, 14] .

定义 1� 设M是光滑流形,在经典意义下M是 Euc lid空间 R
p �R

q
的一个开子集,其坐标为 ( x, u ) =

( x
1
, � , x

p
, u

1
, � , u

q
),其中 x是独立变量, u是非独立变量. 我们构造一个纤维丛: J

*
k (Z, p ) � Z, 称为延

拓 k-阶射丛, 其相应为 u的关于 x的阶数不超过 k的所有不同偏导数.在特殊情况下, M 是一个向量丛,

就像投射空间是仿射空间的完备一样,延拓 k - 阶射丛是一般射丛 JkZ 的完备.

定义 2� 单参数 L ie变换群 x
*

= X ( x; �) 的无穷小生成元是算子

X = �( x )� � = �
n

i= 1
�i (x )

�
�x i

, ( 2)

其中 � 是梯度算子 � =
�
�x1

,
�
�x2

, � ,
�
�xn

.

定义 3� 曲面 F (x ) = 0是单参数 L ie变换群 x
*

= X (x; �)的不变曲面当且仅当只要 F ( x ) = 0时,

总有 F ( x
*

) = 0.

定义 4� 方程 F ( x, y, u
( 2)

) = 0称为极大秩的,如果当 F ( x, y, u
( 2)

) = 0时, 总有 Jacob i矩阵 JF ( x, y,

u
( 2)

) = ( Fx, Fy; Fu; Fux
, Fuy

; Fuxx
, Fuxy

, F uyy
) 的秩为 1.

定义 5� 单参数点变换 L ie群

x
*
i = X i ( x, u; �) = x i + ��i (x, u) + O (�

2
),

u
*

= U ( x, u; �) = u + ��(x, u) + O (�
2

) ( 3)

作用在 ( x, u )空间上,有无穷小生成元:

X = �i (x, u )
�
�x i

+ �(x, u )
�
�u

,

群 ( 3)的 k阶延拓无穷小生成元为:

X
( k)

= �i
�
�xi

+ �
�
�u + �

( 1 )

i

�
�u i

+ � + �
( k)

i1� ik

�
�u i

1
� i

k

.

引理 1� 曲面 F (x ) = 0是单参数 L ie变换群 x
*

= X ( x; �) 的不变曲面当且仅当只要 F ( x ) = 0时,

总有 XF (x ) = 0, 其中 X 是由 ( 2) 给出的无穷小生成元.

引理 2� 曲线 F (x, y ) = 0是单参数 L ie变换群

x
*

= X ( x, y; �) = x + ��(x, y ) + O ( �
2
),

y
*

= Y( x, y; �) = y + ��(x, y ) + O ( �
2
) ( 4)

的不变曲线当且仅当只要 F ( x, y ) = 0时, 总有 XF ( x, y ) = 0, 其中无穷小生成元 X = �( x, y )
�
�x

+ �( x,

y )
�
�y.

定理 1� ( PDE不变性的无穷小准则 )设

X = �i ( x, u )
�
�xi

+ �( x, u )
�
�u

( 5)

是点变换 L ie群

x
*

= X ( x, u; �), � u
*

= U( x, u; �) ( 6)

的无穷小生成元,设

X
( k )

= �i (x, u)
�
�xi

+ �(x, u)
�
�u

+ �
( 1)

i ( x, u, �u )
�
�u i

+ � +

�
( k)

i1i2� ik
(x, u, �u, � , �

k

u )
�

�ui1� ik

( 7)

是 ( 6)的延拓无穷小生成元, 其中
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�
( 1)

i = D i �- (D i�j ) uj, i = 1, 2, � , n,

�
( j )

i1i2� ij
= D ij

�
( j- 1)

i1� ij- 1
- (D ij

�k ) ui1� ij- 1k
, il = 1, 2, � , n, l = 1, 2, � , k,

且 �(x, u ) = ( �1 ( x, u ), �2 ( x, u ), � , �n ( x, u ) ),则单参数点变换 L ie群 ( 6)是偏微分方程 F ( x, u, �u, � ,

�k
u) = 0的容许群,即:群 ( 6)是偏微分方程 F (x, u, �u, � , �k u ) = 0的点对称群当且仅当 F ( x, u, �u, � ,

�k
u) = 0时,总有 X

k
F ( x, u, �u, � , �k u ) = 0.

2� 主要结果

文献 [ 12] 利用 R ab inow itz�s G loba lB ifurca tion Theorem研究了带初边值条件的方程 - �u = �f ( u)

的解的正则性,文献 [ 3] 研究了方程 - �u + b( x ) u = f (x, u) 的解的正则性. 下面我们考虑方程

uxx + uyy + �u
p

= 0. ( 8)

令

F ( x, y, u
( 2)

) = uxx + uyy + �u
p
, ( 9)

由方程 ( 9) 我们有: Fx = Fy = 0, Fu = �pu
p- 1

, Fux
= Fuy

= 0, Fuxx
= Fuyy

= 1, Fuxy
= 0,从而 JF (x, y, u

( 2)
) =

(0, 0; �pu
p- 1

; 0, 0; 1, 0, 1).即: 当 F ( x, y, u
( 2)

) = 0时, rankJF = 1.

设方程 (8) 容许群的无穷小生成元为

X = �( x, y, u )
�
�x

+ �(x, y, u)
�
�y

+ � (x, y, u)
�
�u

, (10)

其二阶延拓为

X
( 2 )

= X + �
x �
�ux

+ �
y �
�uy

+ �
xx �
�uxx

+ �
xy �
�uxy

+ �
yy �
�uyy

, (11)

其中

�
x

= �x + ( �u - �x ) ux - �x uy - �uu
2
x - �uux uy,

�
y

= �y - �y ux + ( �u - �y ) uy - �uux uy - �uu
2
y,

�
xx

= �xx + ( 2�xu - �xx ) ux - �xx uy + ( �uu - 2�xu ) u
2
x - 2�xu ux uy - �uu u

3
x - �uu u

2
x uy +

(�u - 2�x ) uxx - 2�x uxy - 3�u ux uxx - �uuy uxx - 2�u ux uxy,

�
yy

= �yy + ( 2�uy - �yy ) uy - �yy ux + ( �uu - 2�uy ) u
2
y - 2�uy ux uy - �uu u

3
y - �uu ux u

2
y +

(�u - 2�y ) uyy - 2�y uxy - 3�u uy uyy - �uux uyy - 2�uuy uxy.

由方程 (8) 及 Th1得

�p�u
p- 1

+ �
xx

+ �
yy

= 0, (12)

将 �
xx

, �
yy
代入方程 (12)得

�p�u
p- 1

+ �xx + ( 2�xu - �xx ) ux - �xx uy + ( �uu - 2�xu ) u
2
x -

2�xuux uy - �uu u
3
x - �uuu

2
x uy + ( �u - 2�x ) uxx - 2�x uxy - 3�uux uxx - �u uy uxx - 2�uux uxy +

�yy + (2�uy - �yy ) uy - �yy ux + ( �uu - 2�uy ) u
2
y - 2�uy ux uy - �uu u

3
y - �uuux u

2
y + ( �u - 2�y ) uyy -

2�y uxy - 3�uuy uyy - �uux uyy - 2�u uy uxy = 0.

上式整理后得到关于 u, ux, uy, uxx, uxy, uyy, � 的多项式,令各项系数全为 0,得到关于 �, �, �的决定方

程组

�u - 2�x = 0, ( 13a)

�u - 2�y = 0, ( 13b)

- 2�x - 2�y = 0, ( 13c)

�u = 0, ( 13d)

�u = 0, ( 13e)

2�xu - �xx - �yy = 0, ( 13 f)

2�uy - �xx - �yy = 0, ( 13g)

�uu - 2�xu = 0, ( 13h)

�uu - 2�uy = 0, ( 13 i)
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- 2�xu - 2�uy = 0, ( 13 j)

�uu = 0, ( 13k)

�uu = 0, ( 13 l)

�xx + �yy = 0, ( 13m )

�p�u
p- 1

= 0, ( 13n)

由 ( 13)式我们得到了方程 (8)容许的 L ie点对称群的无穷小元 �, �, �:

�( x, y, u) = - c1y + c2,

�( x, y, u ) = c1x + c3,

�( x, y, u ) = 0,

其中 c1, c2, c3是任意常数,这样我们得到了微分方程 ( 8) 容许群的无穷小生成元:

X = c1 x
�
�y - y

�
�x

+ c2
�
�x

+ c3
�
�y

.

由此我们得到:

命题 1� 方程 ( 8) 的无穷小对称 L ie代数由以下 3个向量场组成:

X 1 =
�
�x

, X 2 =
�
�y

, X 3 = x
�
�y

- y
�
�x

.

结论 � 由 X i ( i = 1, 2, 3)生成的每一个单参数子群 G i ( i = 1, 2, 3)都是方程 ( 8)的容许对称群. 从

几何直观来讲, 这是沿 x, y方向的平移不变群.若 u = f ( x, y ) 是方程 ( 8)的解,则下列 u
( 1)

, u
( 2)

, u
( 3)
也是

方程 ( 8)的解, 其中

u
( 1)

= f (x - �, y ),

u
( 2)

= f (x, y - �),

u
( 3 )

= f ( xcos�- y sin�, x sin�+ ycos�), ( �� R).
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