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[摘要 ]  研究了椭圆外无穷扇形区域上调和方程边值问题的自然边界元法. 利用自然边界归化原理 , 获得该

问题的 Po isson积分公式和自然积分方程, 给出了自然积分方程的数值方法, 以及逼近解的收敛性和误差估计,

最后给出了数值例子, 以示方法的可行性和有效性.
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Abstrac t: In th is paper, we investigate the natura l boundary e lem ent m ethod fo r the boundary value problem of harmon ic

equation in an ex ter ior e lliptic infinite sector dom ain. By the princ ip le o f the na tura l boundary reduction, w e obtain the

Po isson integral fo rmu la and the natura l integral equation of this prob lem, and g ive the num er ica lm ethod of the natural

integ ra l equation. M oreove r, the converg ence of the approx im ate solutions and the ir error estima tes are obta ined. F ina-l

ly, som e num er ica l examp les are presented to show that ourm ethods are effective.
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  科学与工程计算中常常遇到无界区域问题, 数值求解这类问题一直是人们关注的热点. 由于区域的

无界性, 这给数值计算带来了一定的困难. 虽然经典的边界元方法可用于求解无界区域问题, 但在实际

处理时, 涉及到大量奇异积分的数值计算, 计算量较大. 20世纪 70年代末由冯康教授和余德浩教授首创

并发展起来的自然边界元方法
[ 1-7 ]

, 与经典的边界元方法相比具有独特的优点: 易实现, 数值稳定性好,

与有限元基于同一变分原理, 可与有限元自然直接地耦合. 用有限元与自然边界元耦合法求解无穷扇形

外问题时, 人们通常选取圆弧作人工边界, 但对具有 /凹角长条型 0内边界的外问题, 以圆弧作人工边界

显然并非最佳选择, 它将导致一些不必要的计算, 甚至不能获得令人满意的数值结果.可以预测, 用一个

接近凹角长条型区域边界形状的人工边界 (如椭圆弧 )可能会更好. 因此, 研究椭圆外无穷扇形区域上边

值问题的自然边界元法, 既可直接拓广自然边界元方法的应用范围, 也可为数值求解某些具有凹角长条

型内边界的外问题提供一种新的有效途径.

本文以调和方程两类边值问题为例, 研究椭圆外无穷扇形区域上边值问题的自然边界元法. 设 8为

椭圆外无穷扇形区域 (如图 1所示 ).区域的边界为互不重叠的三部分 #、# 0和 # A, #为椭圆弧, 而 # 0和

# A为两条射线, # 0逆时针转到 # A的角度为 A, 0 < A [ 2P.在 #上给定 N eumann边值条件, # 0和 # A上

给定 D irich let边值条件或 N eum ann边值条件.问题的描述如下:

$u = 0, 8内, ( 1)
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u ( L, 0) = 0, # 0上, ( 2)

u( L, A) = 0, # A上, ( 3)

5u
5n
( L0, U) = g0 (L0, U), #上, ( 4)

无穷远处恰当的边界条件,

与

$u = 0, 8内, ( 5)

5u
5n (L, 0) = 0, # 0上, ( 6)

5u
5n
( L, A) = 0, # A上, ( 7)

5u
5n( L0, U) = gn ( L0, U), #上, ( 8)

无穷远处恰当的边界条件,

其中 gn ( L0, U) 满足相容性条件 Q
A

0
gn ( L0, U) dU = 0.

本文主要研究上述问题的自然边界归化及其自然边界元法. 首先给出自然积分方程和 Po isson积分

公式, 其次考虑自然积分方程的数值解法, 同时也给出了近似解的误差估计, 最后给出了一些数值例子,

以示方法的可行性与有效性.

1 自然边界归化

为研究问题的需要,引入椭圆坐标 (L, U),它与直角坐标 (x, y )有如下关系:

x = f0 co shLco sU, y = f0 s inhLsinU, ( 9)

其中 f0为正常数. 当 L取不同的正常数时, (9)描述了平面上的一族共焦椭圆,它们的公共焦点是 ( ? f0,

0).

定理 1
[ 8]  变换 (9)有下列性质:

¹ 变换 ( 9) 的 Jacobi行列式为

J (L, U) = f
2

0 cosh
2
Lsin

2
U+ f

2

0 sinh
2
Lcos

2
U= f

2

0 ( co sh
2
L- co s

2
U), (10)

J (L, U) = 0当且仅当 ( x, y ) = ( ? f0, 0);

º 对 u I C
2
(R

2
), 成立

52u
5L2

+
52u
5U2

= J ( L, U) 52u
5x

2 +
52u
5y

2 ; (11)

» 设 # L0 = { ( L, U) | L = L0 }为椭圆外区域 8L0 = { ( L, U) | L > L0 }的内边界, n为 # L0上的单位

外法向量,则

5u
5n

= -
1

J ( L0, U)

5u
5L
. (12)

1. 1 问题 (1) ~ (4)的自然边界归化

区域 8, 边界 #, # 0和 # A描述如下: 8 = { (L, U) | L > L0, 0 < U< A}, # = { (L0, U) | 0 < U<

A}, # 0 = { (L, 0) | L > L0 }, # A = { (L, A) | L > L0 }. 易知问题 ( 1) ~ (4)的解具有如下形式:

u( L, U) = E
+ ]

n= 1

A n e
-
nPL
A sin

nPL
A
,  L> L0. (13)

由

u0 (L0, U) = l im
Ly L+

0

u ( L, U) = E
+ ]

n = 1
A n e

-
nPL0
A sin

nPL
A
, (14)

可得

A n =
2
A
e
nPL0
A Q

A

0
u0 (L0, U) sin

nPL
A
dU, n = 1, 2, ,, (15)

)7)
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所以

u( L, U) = 2
AE

+ ]

n = 1

e
nP(L0- L)

A Q
A

0
u0 (L0, Uc) sin nPU

A
sin nPUc

A
dUcS Pu0 (L0, U),  L > L0. (16)

将上式两端对 L求导数,并取 Ly L
+

0极限可得:

5u
5L

= -
2P
A
2 E
+ ]

n= 1

n Q
A

0
u0 ( L0, Uc) sin nPU

A
sin

nPUc
A

dUc. (17)

利用 ( 12) 即得

5u
5n

=
2P

A
2

J (L0, U)
E
+ ]

n= 1
n Q

A

0
u0 ( L0, Uc) sin nPU

A
sin

nPUc
A

dUcS K u0 ( L0, U). (18)

( 16) 通常称为 Po isson积分公式, 而 ( 18)则称为自然积分方程.

记

D̂ ( u0, v0 ) = < Ku0 ( L0, U), v0 > # S Q#Ku0 (L0, U) v0 ds =
2P
A
2 E
+ ]

n = 1
n Q

A

0 Q
A

0
u0 ( L0, Uc) v0 (L0, U) sin

nPU
A

sin
nPUc
A

dUcdU, (19)

F̂ ( v0 ) = Q# 5u
5n
v0 (L0, U) ds S Q

A

0
J (L0, U) g0 ( L0, U) v0 (L0, U) dU, (20)

所以, 由 ( 18)可得相应的变分问题: 求 u0 I H
1
2 ( # ), 使得

D̂ ( u0, v0 ) = F̂ ( v0 ), P v0 I H
1
2 (# ). (21)

参照 [ 9] , 我们有如下引理.

引理 1 如果 u = E
+ ]

n= - ]
un # e

i
nP
A
U
- e

- i
nP
A
U
, v = E

+ ]

n = - ]
vn # e

i
nP
A
U
- e

- i
nP
A
U
, 则

u* v = Q
A

0
u ( L0, U- Uc) v(L0, Uc) dUc= E

+ ]

n = - ]
( 2Aunvn )# e

i
nP
A
U
- e

- i
nP
A
U
.

由引理 1, 我们可以得到

Ku0 (L0, U) =
P

A J ( L0, U)
E
+ ]

n = - ]
| n | un # e

i
nP
A
U
- e

- i
nP
A
U
, (22)

其中 un = -
1

2AQ
A

0
u0 ( L0, U)# e

i
nP
A
U
- e

- i
nP
A
U
dU.

引理 2 对 x I [ 1, + ] )及正常数 L, 成立不等式:
1

1 + L
2

[ x

1 + L
2
x
2

[ 1

L
.

证明  令 f ( x ) =
x

1 + L
2
x
2
. 由于 f c(x ) = 1

( 1 + L
2
x
2
)
3
2

> 0, 即 f (x )为递增函数, 所以当 x \ 1时,

有 f ( x ) \ f ( 1), 这就证明了结论.

定理 2 设 s为非负实数,自然积分算子K 是H
s+

1
2 ( # ) y H

s-
1
2 ( # ) 上的连续线性算子, 即存在一个

正常数 M 1成立下列不等式

+K f+ s-
1
2
, # [ M 1+ f+ s+

1
2
, # ,  P f I H

s+ 1
2 (# ). (23)

证明  由 ( 22)及上述模的定义,我们可得对任意的 f I H
s+

1
2 ( # ), 有

+Kf+ 2
s-

1
2
, # = E

+ ]

n= - ]
1 + nP

A

2 s-
1
2 P

A J (L0, U)
| n | f n

2

=

P

A J ( L0, U)

2

E
+ ]

n= - ]
1+ nP

A

2 s+
1
2

| fn |
2 n

2

1 + nP
A

2 [

1
J ( L0, U) E

+ ]

n = - ]
1 + nP

A

2 s+ 1
2

| fn |
2 [ M 1 + f n + 2

s+ 1
2
, # .

)8)
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定理 3 D̂ (#, # )为H
1
2 (# ) @H

1
2 ( # )对称、连续的双线性形式, 且为H

1
2 (# )正定的, 即存在正常数

M 2和 M 3满足

D̂ ( u, v) = D̂ ( v, u ),  P u, v I H
1
2 ( # ), (24)

D̂ (u, v ) [ M 2 + u+ 1
2
, # + v+ 1

2
, # ,  Pu, v I H

1
2 ( # ), (25)

D̂ ( u, u) \M 3 + u+ 2
1
2
, # ,  Pu I H

1
2 ( # ). (26)

证明  由于对任意的 u, v I H
1
2 ( # ), 有

D̂ ( u, v) = < Ku, v > S Q# (K u ) vds =

Q
A

0

P

A J ( L0, U)
E
+ ]

n = - ]
| n | un e

i
nP
A
U
- e

- i
nP
A
U

E
+ ]

m = - ]
vm e

inP
A
U
- e

- inP
A
U

J ( L0, U) dU=

P
A Q

A

0 E
+ ]

n = - ]
| n | un e

i
nP
A
U
- e

- i
nP
A
U E

+ ]

m = - ]
vm e

i
nP
A
U
- e

- i
nP
A
U dU=

P
A E

+ ]

n = - ]
( 2A | n | un vn ) = 2PE

+ ]

n = - ]
| n | unvn,

所以, 由上式及引理 2和定理 2, 有

D̂ ( u, v ) = 2PE
+ ]

n = - ]
nunvn = D̂ ( v, u),

D̂ ( u, v) = < K u, v > [ +Ku+- 1
2
, # + v+ 1

2
, # [ M 2 + u+ 1

2
, # + v+ 1

2
, # ,

D̂ ( u, u) = 2PE
+ ]

n= - ]
1 + nP

A

2
1
2

| un |
2 | n |

1 + nP
A

2
\

2PA

A
2
+ P

2 E
+ ]

n = - ]
1 + nP

A

2
1
2

| un |
2
= M 3 + u+ 2

1
2
, # .

推论 1 变分问题 (21)在 H
1
2 ( # ) /P0中存在惟一解 (其中 P 0为零次多项式 ).

1. 2 问题 (5) ~ (8)的自然边界归化

区域 8, 边界 #、# 0和 # A同上述 111中描述, 易知问题 (5) ~ (8)的解具有如下形式

u ( L, U) = E
+ ]

n = 0
Bn e

-
nPL
A cos

nPU
A
,  L > L0. (27)

由此表达式,类似于问题 ( 1) ~ ( 4)的方法,对问题 (5) ~ (8)我们很容易得到相应的 Po isson积分公式

u ( L, U) = 1
AE

+ ]

n = 0

En e
nP( L0- L)

A Q
A

0
u0 ( L0, Uc) cos nPU

A
cosnPUc

A
dUcS Pu0 (L0, U),  L > L0, (28)

和自然积分方程

5u
5n

=
P

A
2

J (L0, U)
E
+ ]

n= 0

En n Q
A

0
u0 (L0, Uc) co snPU

A
cos nPUc

A
dUcS K u0 ( L0, U). (29)

En的取值如下:当 n = 0时, En = 1;当 n \ 1时, En = 2.以下 En的取值与此相同.记

D̂ En ( u0, v0 ) = < Ku0 (L0, U), v0 > # S Q#Ku0 ( L0, U) v0 ds =
P
A
2 E
+ ]

n = 0
Enn Q

A

0 Q
A

0
u0 ( L0, Uc) v0 ( L0, U) cos

nPU
A

cos
nPUc
A

dUcdU, (30)

F̂n ( v0 ) = Q#
5u
5n
v0 (L0, U) ds S Q

A

0
J (L0, U) gn ( L0, U) v0 ( L0, U) dU. (31)

所以, 由 (29)可得相应的变分问题: 求 u0 I H
1
2 (# ), 使得

D̂E
n
( u0, v0 ) = F̂n ( v0 ),  P v0 I H

1
2 (# ). (32)

对由 (29) 确定的自然积分算子, 由 (30)确定的双线性形式D̂En ( u0, v0 ) 及变分问题 ( 32), 有类似于

)9)
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前述定理 2, 定理 3及推论 1的结果, 所不同的是此时D̂En ( u, u ) \ 0, 在此就不再赘述.

2 有限元离散化

设 S
h
为 H

1
2 (# ) 的有限元子空间, 则 ( 21) 对应的离散化问题为: 求 u

h

0 I S
h
, 使得

D̂ ( u
h

0, v
h

0 ) = F̂ ( v
h

0 ),  P v
h

0 I S
h
. (33)

( 32) 对应的离散化问题为:求 u
h

0 I S
h
, 使得

D̂ En ( u
h

0, v
h

0 ) = F̂n ( v
h

0 ),  P v
h

0 I S
h
. (34)

我们仅考虑线性边界元情形. 现将边界 #均匀剖分为 N份,记 h =
A
N
, 则分点为 Ui = ih S i

A
N
, i =

0, 1, 2, ,, N, 取 L i (U)为边界 #上的分段线性基函数系. 易知 S
h
= { L i (U) }

N

i= 0 < H
1
2 (# ). 对问题 (33),

令

u
h

0 (L0, U) = E
N- 1

i= 1
U i# L i ( U), (35)

将其代入 (33) 中, 易得 ( 33)的离散化线性代数方程组

QU = b, (36)

其中

Q = ( qij ) (N - 1) @ (N - 1) ,  qij = D̂ (L i ( U), L j ( U) ),

U = (U1, U2, ,, UN- 1 )
T
,  b = ( b1, b2, ,, bN- 1 )

T
,

bi = Q
A

0
J ( L0, U)g0 ( L0, U)L i ( U) dU,  i = 1, 2, ,, N - 1,

qij = qj i = a | i- j| - a i+ j,  i, j = 1, 2, ,, N - 1, (37)

ak =
16N

2

P
3 E

+ ]

n = 1

1

n
3 sin

4 nP
2N

co s n

N
kP ,  k = 0, 1, ,, 2N - 2. (38)

对问题 ( 34), 令

u
h

0 (L0, U) = E
N

i= 0
U i# L i ( U), (39)

将其代入 (34) 中, 易得 ( 34)的离散化的线性代数方程组

QU = b, (40)

其中

Q = ( qij ) (N + 1) @ (N + 1) ,  qij = D̂En (L i ( U), L j (U) ),

U = (U0, U1, ,, UN )
T
,  b = ( b0, b1, ,, bN )

T
,

bi = Q
A

0
J ( L0, U)gn ( L0, U)L i ( U) dU,  i = 0, 1, ,, N,

q00 = qNN =
1

2
a0,  q0N = qN 0 =

1

2
aN , (41)

qi0 = q0i = a i,  qiN = qN i = aN- i,  i = 1, 2, ,, N - 1, (42)

qij = qj i = a | i- j| + a i+ j,  i, j = 1, 2, ,, N - 1. (43)

这里 ak, k = 0, 1, ,, 2N - 2, 仍由 (38)给出. 为保证解的惟一性, 还应附加条件,例如在后面的算例中,取

UN
2
= 0.

需要特别指出的是, 自然边界元的刚度矩阵计算公式 ( 37), (38), ( 41) ~ ( 43)与凹角扇形外区域

上调和方程问题的相应计算公式完全相同
[ 2, 9 ]

, 这表明用自然边界元法求解椭圆外无穷扇形区域上调和

方程问题的自然积分方程, 其计算量与用自然边界元法求解凹角扇形外区域上调和方程问题的自然积分

方程的计算量是一样的.

3 收敛性及解的先验误差估计

设 u0为自然积分方程 ( 18) 或 ( 29) 的解, u
h

0为相应的自然边界元解, h如第 2节中所述含义.

)10)
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+ # + D̂ = D̂ (#, # ), #为 8的边界的椭圆弧部分. 本节将给出关于自然边界元解的收敛性及在边界上

的先验误差估计.

对于椭圆边值问题的自然边界元, 文献 [ 2]已在统一的数学框架下给出了关于自然边界元解的收敛

性及其在边界上的误差估计的若干结果, 由于这些结果的得出是不依赖于自然积分算子的具体形式, 所

以在此可直接给出本文中的一些相应的结论.

定理 4 自然边界元解 u
h

0按能量模收敛于准确解 u0, 即

lim
hy 0

+ u0 - u
h

0+ D̂ = 0. (44)

定理 5 若 u0 I H
2
( # ), 则自然积分方程 ( 18)或 (29)的分段线性边界元解 u

h

0有如下先验误差估计

+ u0 - u
h

0 + D̂ [ Ch
3
2 | u0 | 2, # ,  (能量模估计 ) (45)

+ u0 - u
h

0+ L 2( # ) [ Ch
2
| u0 | 2, # ,  (L

2
- 模估计 ) (46)

+ u0 - u
h

0 + L ] ( # ) [ Ch
3
2 | u0 | 2, # ,  (连续模估计 ) (47)

其中 C为与 u0, h, A及 L0均无关的常数, ( 46)与 ( 47)两式仅对满足 Q
A

0
[ u0 (L0, U) - u

h

0 ( L0, U) ] dU= 0的

u0成立.

4 数值例子

本节仅用前述的自然边界元法求 u0 (L0, U)的近似值 u
h

0 ( L0, U).实际上,在求得 u
h

0 ( L0, U)后,可以直

接利用相应的 Po isson积分公式求出区域 8内部的解函数值 u
h
( L, U), 在此从略.在实际计算刚度矩阵时,

由于其元素是由无穷级数形式给出, 故用 E
M

n= 1
替代公式中的 E

+ ]

n= 1
, 即用有限项来截断取值. 对问题 ( 5) ~

( 8),为保证解的惟一性,应附加条件.在例 2中取 UN
2
= 0.

例 1 求解问题 ( 1) ~ ( 4), 其中 f0 = 2, L0 = 1, A= 2P. 取

g0 (L0, U) =
sin U

2

2f0 cosh
L0
2
+ sinh

L0
2

cosh2L0 - cos2U
,

则对应问题的精确解为 u (L, U) =
sin

U
2

cosh
L
2
+ sinh

L
2

.计算结果见表 1所示.

表 1 不同剖分时数值结果的两种范数下的误差比较

Table 1 Comparison of errors using tw o no rm s for difference partitions

N M +u 0 - u
h
0 + L 2( # ) Rat io(L 2 ) + u 0 - u

h
0 + L ] ( # ) Ratio( L] )

8 10 11392 27E- 2 7185502E - 3

16 20 31460 54E- 3 41023 1195240E - 3 41023

32 40 81638 84E- 4 41006 4187394E - 4 41006

64 80 21158 93E- 4 41001 1121805E - 4 41001

128 160 51396 84E- 5 41000 3104484E - 5 41000
256 320 11349 18E- 5 41000 7161193E - 6 41000

512 640 31372 93E- 6 41000 1190297E - 6 41000

1 024 1280 81432 55E- 7 41000 4175756E - 7 41000

  例 2 求解问题 (5) ~ ( 8), 其中 f 0 = 2, L0 = 1, A =
5P
4
. 取

gn (L0, U) =
4 2cos

4U
5

5f0 co sh
4L0
5
+ sinh

4L0
5

cosh2L0 - cos2U
,
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则对应问题的精确解为 u (L, U) =
cos

4U
5

cosh
4L
5
+ sinh

4L
5

.计算结果见表 2所示.

表 2 不同剖分时数值结果的两种范数下的误差比较

Table 2 Comparison of errors using tw o no rm s for difference partitions

N M +u 0 - u
h
0 + L 2( # ) Rat io(L 2 ) + u 0 - u

h
0 + L ] ( # ) Ratio( L] )

8 10 91116 52E- 3 5181914E - 3

16 20 21149 67E- 3 41241 1144637E - 3 41023

32 40 51215 21E- 4 41122 3161071E - 4 41006

64 80 11284 02E- 4 41062 9102351E - 5 41001

128 160 31185 35E- 5 41031 2125567E - 5 41000

256 320 71932 52E- 6 41016 5163906E - 6 41000

512 640 11979 27E- 6 41009 1140976E - 6 41000

1 024 1280 41943 45E- 7 41004 3152462E - 7 41000

  从上述两例的数值结果可以看出, L2和 L
]
误差均为O (h

2
)阶, L

2
误差与理论结果相吻合,而 L

]
误差

优于理论估计.
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