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[摘要 ] � 研究了在有界区间 ( 0, L ) 上一维非线性波动方程的渐进性,当阻尼函数 a(x )在有界区间 ( 0, L ) � R1

上可以变号并且满足 �a =
1

L �
L

0

a (x ) dx > 0时, 证明了方程在以下两种情况下能够指数衰减: ( i) a � L � 并且

非线性函数 f满足整体 L ipsch itz连续; ( ii) � a - �a�
L � 充分小, 以及函数 f满足增长性条件.
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Abstrac t: A sym ptotic behav io r for one dim ensional non linear wave equation in ( 0, L ) is stud ied, when dam ping func-

tiona(x ) w hich is defined in (0, L )� R1, cou ld change sign and sa tisfy�a =
1

L �
L

0

a(x ) dx > 0, we prove the exponen-

tia l decay for the so lution in the fo llow ing two cases: ( i) a � L � and f sa tisfy g loba l L ipschitz cond ition; ( ii)

� a- �a� L � is sm all enough and f sa tisfy som e g row th condition.
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� � 本文研究带有不定阻尼的一维非线性波动方程的指数衰减性:

u tt - uxx + a ( x ) u t + f ( u) = 0, in � � (0, � ),

u ( t = 0) = u0, u t ( t = 0) = u1, in �,

u (�, 0) = u (�, L ) = 0, in ( 0, � ).

( 1)

其中 � = ( 0, L ) � R1
,固定 L > 0. 并且 u是关于变量为 t, x的函数,即 u = u( t, x ). 假设 a � L

�
(0, L )且

a( x ) 在 (0, L )处可以任意变号, 但是必须满足

�a =
1
L �

L

0
a (x ) dx > 0, ( 2)

并且 f: R � R是 一个 C
1
函数.

对于方程 (1)相关的线性系统:

u tt - uxx + a ( x ) u t = 0, in � � (0, � ),

u ( t = 0) = u0, u t ( t = 0) = u1, in �,

u (�, 0) = u (�, L ) = 0, in ( 0, � ).

( 3)

我们的主要目的是证明方程 ( 1)具有指数衰减性. 近几年, 对于系统 ( 3)中的阻尼函数 a (x )是正常数 ( a

> 0)的情况已有许多结论
[ 1-4 ]

. 但是, 现在我们主要研究阻尼函数 a (x )在某一区间上可以任意变号的并

且满足 a( x )的平均数是正数的条件下, 方程是否依然存在指数衰减这一性质? 众所周知, 对于这样的问
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题, 早在文献 [ 5] 中作者就已经涉及到了.

utt - uxx + d (x ) ut = 0, in (0, 1) � ( 0, � ),

u ( t = 0) = u0, u t ( t = 0) = u1, in (0, 1),

u (�, 0) = u (�, 1) = 0, in (0, � ).

( 4)

在文献 [ 4]中, 作者猜想出系统 (4)的能量

E ( t) = �
1

0
( u

2
t + u

2
x ) ( t, x ) dx ( 5)

如果满足

� �, �
1

0
d ( x ) sin

2
( n�x ) dx � �> 0, � n = 1, 2, �, ( 6)

就能够指数衰减. 但是在文献 [ 6] 中 作者指出当 � d� L � 足够大时, (6) 就不能够保证 (4) 指数衰减.

因此, Fre itas and Zua zua
[ 7]
研究了带有小参数 �的方程:

utt - uxx + �d ( x ) u t = 0, in (0, 1) � ( 0, � ),

u ( t = 0) = u0, u t ( t = 0) = u1, in (0, 1),

u (�, 0) = u (�, 1) = 0, in (0, � ).

( 7)

在文献 [ 7] 中, 当 d � BV( 0, 1)且 ( 6)成立, 存在 �0 = �0 (d ) 使得对所有 �� (0, �0 ), 都有系统 ( 7)

的能量指数衰减. 这一结果在文献 [ 8]中得到了推广, 并且 ( 7) 的第一个方程被换成了

u tt - uxx + �d (x ) ut + c( x ) u = 0. ( 8)

在文献 [ 9]中, 当不定耗散阻尼的范数充分小并且阻尼算子在特征向量的某一集合都有意义时, 根

据这一条件,作者又给出了抽象的处理方法. 在文献 [ 10]中, 作者研究了如下的方程:

u tt - � ( ux )x + a (x ) ut = 0, in � � (0, � ),

u ( t = 0) = u0, u t ( t = 0) = u1, in �,

u (�, 0) = u (�, L ) = 0, in ( 0, � ).

( 9)

其中 � = ( 0, L ) � R1
,固定L > 0.并且 u是关于变量 t, x的函数, 即 u = u ( t, x ).假设 a � L

�
( 0, L )且 a( x )

在 ( 0, L ) 处可以任意变号,而且也要满足 (2).且假设非线性函数 �满足

� � C
3
(R ), d0 = ��(0), ��( 0) = 0. (10)

在此文献中作者主要是先将非线性系统换成线性系统来处理, 通过刻画线性系统谱的性质来过渡到非线

性系统, 并研究了非线性系统的小解的整体存在性, 通过这两个问题的处理证明了方程 ( 9)的指数衰减

性.

本文主要研究了方程 ( 1)在下面两种情况下都能够指数衰减.

( i) � a� L � 可以充分大但 � a - �a� L 2需要充分小且非线性函数 f满足整体 L ipsch itz连续;

( ii) � a - �a� L � 充分小且非线性函数 f满足一定的增长条件.

对于 ( i)的处理, 我们利用了文献 [ 10]中的一些结论, 通过常数变易法刻画解的具体形式, 通过一

些估计, 来证明指数衰减性. 对于 ( ii)的处理,要稍微复杂一些, 我们通过定义李雅谱诺夫函数来证明指

数衰减.

1� 主要结论

现在我们将由方程 (1) 定义的初 -边值问题转换为 H ilbert空间X = H
1
0 �L

2
上的抽象问题, 并赋予

范数

�u�H 1
0( 0, L ) = �� u� L 2( 0, L ) , u � H

1
0 (0, L ). (11)

显然方程 ( 1) 在H ilbert空间 X上定义了一个 C
0
-半群 {S ( t ), t > 0}. 且 S ( t) ( u0, u1 ) = ( u ( t), u t ( t) ),

其中 ( u ( t), u t ( t) )是以 ( u0, u1 ) � X 为初值的解. 从文献 [ 10] 中, 我们已经知道

V = ( u, ut ) � (12)

是线性系统 ( 3)的解, 且满足
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V( t ) = e
tA
V( t = 0), V ( t = 0) = V0, (13)

而且 C
0
- 半群 { e

tA
} t�0满足

�V ( t) �H s � M e
- �0t� Vt= 0�H s, (14)

其中 s = 0, 1, 2且 �0 > 0代表线性方程 (3)的衰减速度.

对于非线性方程 ( 1), 令

V = ( u, u t )�, (15)

可以将方程 ( 1)写成

Vt +
0 I

- �xx a (x )
-A

V =
0

- f (u )
= F (V), (16)

V( t = 0) = ( u0, u1 )�= V0. (17)

那么算子 - A 生成了一个 C
0
- 半群.

下面是我们的主要结论.

定理 1� 如果非线性函数 f满足整体 L ipsch itz连续, f (0) = 0, 即

� f ( u ) - f ( v )� L 2 � L� u - v�H 1
0
, � u, v � H

1
0, L � 0,

�0
M

, (18)

其中M 是正常数.那么

� V( t) �X � e
- (�0-LM ) t

| | V0 | |X , t � 0.

证明 � 因为方程 ( 1) 的解的表达式

V( t) = e
tA
V0 + �

t

0
e

( t- r)A
F (V ( r ) ) dr, (19)

根据文献 [ 10], 可得到

� V( t )�X � M e
- �0t� V0�X + M �

t

0
e
- �0( t- r) �F (V)�X dr �

M e
- �0t� V0�X + LM �

t

0
e
- �0( t- r ) �V ( r )�X dr.

利用 G ronw a ll� Be llmen不等式, 可得到

�V ( t)�X � e
- ( �0- LM ) t� V0�X , � t� 0. (20)

要使方程 (1)能够指数衰减, 我们必须限制 L的范围, 即 L � 0,
�0
M

. 因此,定理的结论成立.

2� f满足增长条件时的衰减估计

现在我们定义函数 F ( s) = �
s

0
f ( r )dr,并且对于 f满足如下条件:

( i) � f�( s) � � C2 ( 1 + | s |
r
), � 0 � r < � , (21)

( ii) f ( s) s� kF ( s) > 0, � k > 0. (22)

注 � 通过 (22), 我们可以推出算子 f: H
1
0 � L

2
满足局部 L ipsch itz连续. 因此, 我们可以推出方程 ( 1)

存在强解并且惟一.

定理 2� 如果 f � C
1
(R, R)并且满足 (21) ~ (22), 以及存在 �> 0, 使得 � a - �a� L� < �. 那么

存在两个连续函数M, �: R
+ � R

+
, 使得

� ( u, ut ) �X � M (�) e
- �( �) t

, � � ( u0, u1 ) �X � �, � t � 0.

证明 � 令

V( u, ut ) =
1

2
� u�

2

H 1
0
+ 2�( u, u t )L 2 +

1

2
� ut�

2

L 2 + �
L

0
F ( u) dx, (23)

其中

0 < � < �0 = m in �a
12

,
�1
4�a

,
�1

1
2

4
. (24)
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根据 �的范围,不难得出以下估计:

1
4

[ � u�
2

H 1
0
+ � u t�

2

L 2 ] � 1
2
� u�

2

H 1
0
+ 2�( u, u t )L 2 +

1
2
�u t�

2

L 2 �
3
4

[� u�
2

H 1
0
+ � u t�

2

L 2 ] .

同时我们还有:

d
dt

V ( u, ut ) = ( u, u t )
1

H 0
+ 2�( u t, u t )L 2 + 2�( u, u tt )L 2 + ( u t, u tt )L 2 + (f ( u ), ut ) L2. (25)

根据 ( 22)、(23)、(24),不难得出:

d
dt

V ( u( t ), ut ( t ) ) = - �
L

0
uxx ut dx + 2��

L

0
u t

2
dx + 2��

L

0
uu ttdx + �

L

0
u t u tt dx + �

L

0
f ( u) u t dx =

2��
L

0
ut

2
dx + 2��

L

0
uuxx dx - 2� �

L

0
a( x ) uu tdx - 2� �

L

0
u f (u ) dx - �

L

0
a (x ) ut

2
dx.

根据零边界条件, �1是算子 - �xx 的第一个特征值.由于 f ( u) u > 0,

d

dt
V (u, u t ) � - 2��

L

0
u

2
x dx - 2� �

L

0
a( x ) uu tdx - �

L

0
a (x ) ut

2
dx + 2��

L

0
u t

2
dx �

- 2��
L

0
u
2

x dx + ( 2�+ | | a - �a | | � ) �
L

0
ut

2
dx - �a�

L

0
ut

2
dx �

-
�a
2
� u t�

2

L 2 dx - �� u�
2

H
0
1 dx < 0. (26)

对任意 �� R+
,考虑集合

B = { ( u0, u1 ) � X ; � ( u0, u1 ) �X � �},

存在一个连续函数 �: [ 0, � ) � [ 0, � )使得

� ( u, ut ) �X � �( �), � ( u0, u1 ) � B. (27)

根据 ( 21) ~ ( 22), 我们可以得出

| f ( u ) | � c( | u | + | u |
1+ r

), � 0 � r � � .

因此, 对任意 u � H
1
0 ( 0, L ), 都有

0 � �
L

0
F ( u) dx � c(� u�

2

L 2 + � u�
2+ r

L 2+ r ) � K � u�
2

H 1
0
( 1 + � u�

r

H 1
0
). (28)

根据 ( 28), 又可以得到

�
L

0
F ( u) dx � K ( �) �u�

2

H 1
0
, (29)

其中 K: [ 0, � ) � [ 0, � )是一个连续函数. 因此,

-
�
2
� u�

2

H 1
0
� -

�
2K ( �) �

L

0
F ( u ) dx. (30)

将 ( 30)代入 (26)中, 可推出

d
dt

V ( u ( t), ut ( t) ) � -
�a
2
� u t�

2

L 2 -
�
2
� u�

2

H 1
0
-
�

2K (�)�
L

0
F ( u ) dx. (31)

因此, 存在一个连续函数 �: [ 0, � ) � [ 0, � ), 使得

d

dt
V ( u ( t), u t ( t) ) � - �( �) V( u ( t), ut ( t) ), � (u ( 0), ut ( 0) ) = ( u0, u1 ). (32)

从而得出

V( u ( t), u t ( t) ) � V( u0, u1 ) e
-�(�) t

, � � ( u0, u1 ) �X � �. (33)

根据 ( 23)、(25)、(29)、(33),存在两个连续正函数M, �,使得

� ( u, ut ) �X � M (�) e
-�(�) t

, � t � 0. (34)

因此, 定理结论成立.
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