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� �最近, Abu-Don ia
[ 1]
在度量空间中 �-压缩条件下, 对模糊映射证明了一个公共不动点定理. 众所周

知, 概率度量空间 (简称 PM-空间 )是度量空间的重要推广
[ 2 ]

. 概率度量空间中的不动点理论可以看作概

率分析的重要组成部分, 是一个非常活跃的数学研究领域
[ 3 ]

.

本文的主要目的是推广 A bu-Don ia不动点定理到 M enger PM-空间. 我们在 M enger PM-空间中 �-压缩

的条件下, 对模糊映射建立一个新的公共不动度定理, 该定理统一并推广 M enger PM-空间、模糊度量空

间和通常度量空间中的许多重要的不动点定理.

1�基本定义及引理

在本文中, 设 I = [ 0, 1], R = ( - � , + � ), R+ = [ 0, + � ), 以及 N是自然数集.映射 F: R � I称

为分布函数, 如果它是不减、左连续的且 in f
t� R

F ( t) = 0, sup
t� R

F ( t) = 1. 我们用 D表示所有分布函数的集合.

D0 = {F � D | F ( 0) = 0}.H 是一个特殊的分布函数, 定义如下:

H ( t ) =
0, t � 0,

1, t > 0.

我们称映射 �: [ 0, 1] � [ 0, 1] � [ 0, 1] 为一个三角模 (简称 t-模 ), 如果它满足以下条件: �( a, 1)

= a; � ( a, b ) = � ( b, a); a � b, c � d� � ( a, c) � � ( b, d ); � ( a, � ( b, c) ) = � (� ( a, b ), c).

定义 1
[ 2, 4] � 设 E是非空集, �是一个 t-模, F是一个 E �E到 D0的映射,记 F( x, y ) = Fx, y, x, y � E.

如果满足以下条件:
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( 1) Fx, y ( t) = H ( t ), � t � R当且仅当 x = y;

( 2) Fx, y ( t) = Fy, x ( t ), � t � R;

( 3) Fx, y ( t + s) � � (Fx, z ( t), F z, y ( s) ), � x, y, z � E, t, s � 0.

则称三元组 (E, F, �) 为 M enger概率度量空间 (简称 M enger PM-空间 ).

Schw e izer等指出: 如果 M enger PM-空间 (E, F, � ) 中的 t-模 �满足条件 sup
0< t< 1
� ( t, t ) = 1, 则 E上存

在惟一的拓扑 �, 使得 (E, �) 是一个 H ausdorff拓扑空间, 且集族 { Up ( �, �): �> 0, �� ( 0, 1] } ( p � E )

是点 p的邻域基, 其中

Up ( �, �) = {x � E: Fx, p ( �) > 1 - �}.

这样的拓扑 �, 称为 (E, F, �) 的 ( �, � )-拓扑
[ 2, 5]

.

依 (�, �)-拓扑 �, (E, F, � )中可以引入以下概念: E中的一个点列 { xn }称为 �-收敛于 x � E,记为 xn

� x, 如果 lim
n� �

Fxn, x ( t ) = 1, � t > 0; { xn }称为是 (E, F, � )中的 �-Cauchy列, 如果对任给的 �> 0和 ��

( 0, 1], 存在 N = N ( �, �) � N使得当 n, m � N时, 有 Fx
n
, x

m
( �) > 1 - �; (E, F, � ) 称为是 �-完备的,

如果 E中每个 �-C auchy列是 �-收敛的.

以下总假设 ( E, F, � )是一个具有 (�, �)-拓扑 �的 M enge r PM-空间. 我们用 I
E
表示 E上的所有模糊

集组成的集类, CB (E )表示 E的所有非空 �-闭子集组成的集类.设 A � I
E
, � � ( 0, 1] ,记 (A ) � = { x �

E | A ( x ) � �},称为 A的 �-截集.对 A � CB (E ) 和 x � E,我们定义 Fx, A如下:

Fx, A ( t) = sup
y� A

Fx, y ( t ), t � 0.

引理 1
[ 6] � 设 (E, F, � ) 是 M enger PM-空间, A � E. 对每个 � � ( 0, 1],分别定义映射 d�: E �E �

R
+
和 d� (�, A ): E � R

+
如下:

d� ( x, y ) = in f{ t > 0 | Fx, y ( t) > 1 - �}, � d� (x, A ) = inf
y� A

d� (x, y ).

则 ( 1) d� (x, y ) < t当且仅当 Fx, y ( t) > 1 - �; ( 2) d� ( x, A ) < t当且仅当 Fx, A ( t) > 1 - �.

引理 2
[ 7] � 设 �: R+ � R+ 是一个不减、右连续且满足: �

�

n= 0
�

n
( t ) < + � , � t > 0,其中 �

n
( t) 表示

� ( t)的第 n次迭代, 则 � ( t) < t, � t > 0.

注 1� 我们将所有满足引理 2中条件的函数 �: R+ � R+ 所组成的集合记为 �.

定义 2
[ 8] � 一个 t-模 �称为是 h-型的, 如果函数族 {�

m
( t) }

�
m = 1在 t = 1处是等度连续的, 其中

�
1

( t) = � ( t, t ), � �m ( t ) = � ( t, �
m- 1

( t) ), m = 1, 2, � , t � [ 0, 1] .

显然, � = m in是一个 h-型 t-模. [ 8]中还给出了 h-型 t-模的其它例子.

引理 3
[ 6] � 设 (E, F, � ) 是一个 M enger PM-空间, �是 h-型 t-模. 如果 E中的点列 { xn } 满足以下

条件: 对任 n � N和 t > 0, Fxn, xn+ 1
( �

n
( t ) + �) � Fx 0, x1

( t ),其中 � � �,则 { xn }是 �-C auchy列.

引理 4
[ 9] � 设 (E, F, � )是一个 M enger PM-空间, �是 h-型 t-模. 如果 A � CB (E ) 且 x, y � E, 则

( 1) Fx, A ( t) = 1, � t > 0当且仅当 x � A;

( 2) Fx, A ( t1 + t2 ) � � (Fx, y ( t1 ), Fy, A ( t2 ) ), � t1, t2 > 0.

注 2� 由引理 1和 4, 容易看出 x � A 当且仅当对所有的 � � ( 0, 1], d� (x, A ) = 0.

定义 3
[ 10 ] � 设 T是定义在 E上的模糊映射,即 T: E � I

E
, {T i } i� N是定义在 E上的模糊映射列, x* � E.

( 1) 我们称值 (Tx* ) (x* ) 为 x* 关于 T的不动度, 并用符号 D fix (x* , T ) 来表示;

( 2) 我们称值 (�
�

i= 1
T ix* ) ( x* )为 x* 关于 {T i } i� N的公共不动度, 并用符号D f ix ( x* , {T i } i� N )来表示.

引理 5� 设 ( E, F, � )是一个 M enger PM-空间, 具有左连续的 t-模 �, A � CB (E ) 且 x � E. 如果

满足:

Fx, A ( �(m ax {p, r, s} ) + �) � m in{Fx, A ( r ), Fx, A ( 2s) }, � p, r, s > 0, ( 1)

其中 � � �,则 x � A.

证明 � 假设存在某个 � � ( 0, 1] , 使 d� (x, A ) = b > 0, 则我们可选择 a, c > 0满足 a < c /2 < b <

c. 因为 �( m ax{p, r, s} ) 在 ( a, b, c /2)处是右上半连续的, 所以对任给的 �> 0, 存在 r0 > b, s0 > c /2使
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得 � (m ax{ a, r0, s0 } ) < � (m ax{ a, b, c /2} ) + � = � ( b ) + �. 由引理 1, r0 > b蕴涵 Fx, A ( r0 ) > 1 - �,

s0 > c /2 > b /2蕴涵 Fx, A ( 2s0 ) > 1 - �. 于是, 由 ( 1)推得

Fx, A ( �( m ax{ a, r0, s0 } ) + �) � m in{Fx, A ( r0 ), Fx, A ( 2s0 ) } > 1 - �,

所以, 我们有 b = d� (x, A ) < �( m ax { a, r0, s0 } ) + � < � ( b ) + 2�. 由 �的任意性, 我们得 b � �( b) <

b, 导致矛盾. 这便证明了 d� ( x, A ) = 0, � � � ( 0, 1] . 由注 2知, x � A.

2� 主要结果

设 F1, F2 � D, 则 F1和 F 2的代数和 F 1 � F2定义为

(F 1 � F2 ) ( t) = sup
t1+ t2= t

m in{F 1 ( t1 ), F2 ( t2 ) }, t � R.

定理 1� 设 ( E, F, m in) 是一个 �-完备的 M enger PM-空间.又设 { �i } i� N是一个 E到 ( 0, 1]的函数

列, {T i } i� N是 E上的模糊映射列, 满足以下条件:

( I) 对每个 x � E和 i � N, (T i x ) �
i
( x ) � CB (E );

( II) 对任何 i, j � N, x, y � E 和 u � (T ix ) �i(x ) , 存在 v � (Tj y ) � j( y)使得对所有的 t > 0,

Fu, v (� ( t) ) � m in{Fx, y ( t), Fx, (T ix) �i (x )
( t), Fy, (T jy ) �j (y )

( t), (Fy, ( T ix ) � i( x )
� Fx, (T jy) �j( y )

) ( 2t ) }, ( 2)

其中 � � �.则存在 x* � E使得 D f ix ( x* , {T i } i� N ) � in f
i� N
�i (x* ). 特别地,如果 �i ( x ) = m ax

z� E
(T i x ) ( z ), x

� E,则 x* 是 {T i } i� N的公共不动点.

证明 � 设 x0 � E和 x1 � (T 1x0 ) �1(x 0)是任意的. 由条件 ( II), 存在 x 2 � (T 2x1 ) �2( x1)使得对所有的 p,

r, s > 0,

Fx1, x 2
(� (m ax{ p, r, s} ) ) � m in Fx0, x 1

(p ), Fx 0, (T1x 0) �1( x0)
(p ), Fx 1, (T2x 1) �2( x1)

( r ),

(Fx1, ( T1x0) �1(x0)
� Fx0, ( T2x 1) �2(x 1)

) ( 2s) �

m in{Fx0, x 1
(p ), Fx0, x 1

(p ), Fx 1, x2
( r), ( Fx 1, x1

� Fx0, x 2
) ( 2s) } = m in{ Fx 0, x1

( p ), Fx1, x 2
( r ), Fx0, x 2

( 2s) } . ( 3)

对任给的 � � ( 0, 1] , 记 a = d� ( x0, x1 ), b = d� (x 1, x2 ), 以及 c = d� (x0, x 2 ). 我们将证明 b � �( a ).

事实上,因为 � (m ax{ p, r, s} )在 ( a, b, c /2)处是右上半连续的, 所以对任给的 �> 0, 存在 p0 > a, r0 >

b, s0 > c /2, 使得 � (m ax{ p0, r0, s0 } ) < �(m ax { a, b, c /2} ) + �.由引理 1知, p 0 > a, r0 > b和 s0 > c /2分

别蕴涵 Fx0, x 1
(p 0 ) > 1 - �, Fx 1, x2

( r0 ) > 1 - �和 Fx 0, x2
( 2s0 ) > 1 - �. 于是,由 ( 3) 推得

Fx 1, x2
( �( m ax{ p0, r0, s0 } ) ) � m in{Fx 0, x1

( p0 ), Fx1, x 2
( r0 ), Fx0, x 2

( 2s0 ) } > 1 - �.

再次由引理 1, 我们得 b = d� (x1, x 2 ) < �( m ax{p 0, r0, s0 } ) < �( m ax{ a, b, c /2} ) + �.由 � > 0的任意性

得 b � � (m ax{ a, b, c /2} ). 如果 a < b,则我们有 c = d� ( x0, x2 ) � d� (x 0, x 1 ) + d� ( x1, x2 ) = a + b < 2b,

因而 b < m ax{ a, b, c /2} = b,导致矛盾. 这表明 a � b, c � a + b � 2a, 所以 b � �( m ax{ a, b, c /2} ) =

� ( a),即 d� ( x1, x2 ) � � (d� ( x0, x1 ) ).

类似地, 我们可以选择 x 3 � (T 3x2 ) �3( x2)使得 d� (x 2, x3 ) � �( d� ( x1, x2 ) ). 用归纳法, 我们得到 E中的

一个点列 {xn },满足: xn+ 1 � (Tn+ 1xn ) �n+ 1( xn) 和

d� ( xn+ 1, xn ) � � (d� ( xn, xn- 1 ) ) � � � �n
(d� ( x0, x1 ) ), n = 1, 2, � ( 4)

由 ( 4), 不难证明

Fxn, xn+ 1
(�

n
( t) + �) � Fx0, x 1

( t), � t > 0. ( 5)

事实上,如果 Fx
0
, x

1
( t ) = � > 0,则由引理 1,我们有 d� (x 0, x 1 ) < t, � � � ( 1 - �, 1]. 由 ( 4) 推得

d� ( xn, xn+1 ) � �n
( t). 再次利用引理 1, 即得不等式 ( 5). 于是, 由引理 3知 {xn }是 E中的 �-C auchy列.

因为 (E, F, m in)是 �-完备的, 所以存在 x* � E 使得 xn � x* .

现在, 我们证明对每个 i � N, (T ix* ) ( x* ) � �i ( x* ). 由条件 (� ), 存在 y � (T i x* ) �
i
(x

*
)使得对

所有的 p, r, s > 0,

Fx
n+ 1

, (T
i
x
*

)
� i( x* )

(� (m ax{ p, r, s} ) ) � Fx
n+ 1

, y (� (m ax{ p, r, s} ) ) �

m in{Fxn, x*
(p ), Fxn, ( Tn+ 1xn) �n+ 1( xn )

(p ), Fx* , ( T ix* ) �i (x* )
( r ), (Fx* , (Tn+ 1xn ) �n+ 1(xn)

� Fxn, ( T ix* ) �i (x* )
) ( 2s) } �

�3�
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m in{Fxn, x*
( p ), Fxn, xn+ 1

(p ), Fx* , ( T ix* ) �i (x* )
( r ), (Fx* , xn+ 1

� Fxn, (T ix* ) � i(x* )
) ( 2s) }.

因而对任给的 � > 0, 我们有

Fx* , ( T ix* ) �i (x* )
( �(m ax {p, r, s} ) + �) �

m in{Fx* , xn+ 1
(�), Fxn+ 1, (T ix* ) � i( x* )

( �( m ax{ p, r, s} ) ) } �

m in{Fx* , xn+ 1
(�), Fxn, x*

( p ), Fxn, xn+ 1
( p ), Fx* , (T ix* ) � i( x* )

( r ), (Fx* , xn+ 1
� Fxn, ( T ix* ) �i (x* )

) ( 2s) } .

令 n � � ,我们得

Fx* , ( T ix* ) �i (x* )
(� (m ax{ p, r, s} ) + �) � m in{Fx* , (T ix* ) � i(x* )

( r), Fx* , (T ix* ) �i (x* )
( 2s) },

再令 �� 0, 我们得

Fx
*

, (T
i
x
*

)
� i(x* )

( �( m ax{ p, r, s} ) + �) � m in{Fx
*

, ( T
i
x

*
)
�i (x* )

( r ), Fx
*

, ( T
i
x
*

)
� i( x* )

( 2s) }.

根据引理 5, 便可断定: 对每个 i � N, x* � (T ix* ) �i( x* ) , 因而 ( �
�

i= 1
T ix* ) (x* ) � inf

i� N
�i ( x* ), 即

Df ix (x* , {T i } i� N ) � in f
i� N
�i (x* ).

特别地, 如果对每个 i � N, �i ( x ) = m ax
z� E

(T ix ) ( z ) ( x � E ), 则容易看出 x* 是 {T i } i� N的公共不动

点.

注 3� 由定理 1的证明不难看出, 如果 ( 2) 式用下面较弱的不等式来代替:

Fu, v ( �( t) + �) � m in{ Fx, y ( t), Fx, (T ix) �i (x )
( t ), Fy, (T jy ) �j (y )

( t), (Fy, ( T ix ) � i(x )
� Fx, (T jy) � j( y )

) ( 2t ) }, ( 6)

则定理 1的结论仍然成立.

设 (E, d )是度量空间, 下面的 ( 7)式定义了一个概率度量函数 F: E �E � D,

F( x, y ) ( t): = Fx, y ( t ) = H ( t- d ( x, y ) ), � x, y � E. ( 7)

容易证明 (E, F, m in) 是一个M enger PM-空间, 而且它的 ( �, � )-拓扑 S与 E上度量 d导出的拓扑是

一致的. 这样的 (E, F, m in) 称为由度量空间 (E, d )导出的M enger PM-空间. 设 A, B是 (E, d )中的两个

非空闭子集, 即 A, B I CB (E ). 定义

D (A, B ) = sup
xI A

inf
yI B

d ( x, y ).

我们令 GA, B ( t) = H ( t- D (A, B ) ), t I R. 则容易证明

GA, B ( t) = inf
uI A

sup
v I B

Fu, v ( t). ( 8)

定理 2 设 (E, d ) 是一个完备度量空间, { Ai } iI N是 E到 ( 0, 1]的函数列, {T i } iI N是 E上的模糊映

射列, 满足以下条件:

( I) 对每个 x I E 和 i I N, (T i x ) Ai(x ) I CB ( E );

( II) c对每个 i, j I N和 x, y I E,

D ( (T i x ) Ai( x ) , (Tj y ) Aj ( y) ) [ < m ax{ d ( x, y ), d ( x, (T i x ) Ai(x ) ), d ( y, (Tj y ) Aj( y ) )

1

2
[d ( y, (T ix )A

i
( x) ) + d (x, (T jy ) A

j
( y ) ) ] } , ( 9)

其中 < I 5 .则定理 1的结论仍成立.

证明  因为 (E, d ) 是完备度量空间, 所以它的导出 M enger PM-空间 (E, F, m in) 是 S-完备的. 为

了证明条件 ( II) c蕴涵 ( II), 对 i, j I N和 x, y I E, 我们不妨假设 Fx, y ( t ) = 1, Fx, (T ix) Ai (x )
( t ) = 1,

Fy, ( T jy) Aj( y )
( t ) = 1,以及 (Fy, ( T ix ) A i( x )

© Fx, (T jy) Aj( y )
) ( 2t ) = 1.

则由 ( 7), 容易看出

d ( x, y ) < t, d (x, (T ix ) A
i
( x ) ) < t, d ( y, (T jy )A

j
(y ) ) < t, ( 10)

且不难证明

d ( y, (T ix ) Ai(x ) ) + d ( x, (Tj y ) Aj( y) ) < 2t. ( 11)

事实上,因为

(Fy, (T ix) Ai (x )
© Fx, (T jy ) Aj (y )

) ( 2t) = sup
0< D< 2t

m in{Fy, (T ix) Ai (x )
( 2t- D), Fx, (T jy ) Aj (y )

( D) } = 1,

所以存在 D0 I ( 0, 2t )使得 Fy, ( T ix ) A i(x )
( 2t- D0 ) = 1, Fx, (T jy ) Aj (y )

( D0 ) = 1, 由此推得 d ( y, (T ix ) Ai( x ) ) < 2t-

)4)

南京师大学报 (自然科学版 )                              第 32卷第 3期 ( 2009年 )



0, d ( x, (T j y ) Aj ( y) ) < D0. 因而 ( 11)成立.

因为 < I 5 , 由 ( 9) - ( 11) 推得

D ( (T ix ) Ai( x) , (T jy ) Aj ( y) ) [ < ( t ) < < ( t) + D, P D> 0,

所以我们有 G (T ix ) A i( x ), (T jy) Aj( y )
( < ( t) + . ) = 1. 于是, 由 ( 8)知, 对每个 u I (T jx ) Ai( x ) , 存在 v I (T iy ) Aj (y )

使得

Fu, v ( < ( t ) + . ) = 1 = m in{Fx, y ( t), Fx, (T
i
x)

Ai (x )
( t), Fy, (T

j
y )

A j(y )
( t), (Fy, (T

i
x)

Ai (x )
© Fx, (T

j
y )

Aj (y )
) ( 2t) },

( 6)得证. 由注 3即知, 定理 2的结论成立.

作为定理 2的直接推论,我们可以得到 Abu-Don ia不动点定理. 下面的记号来自 [ 1].

K ( E ) = {A I I
E

| Â I CB (E ) }, 其中 Â = {x I E A ( x ) = m ax
zI E

A ( z ) },

C : K (E ) y CB (E ), C (A ) = Â.

对给定的模糊映射 T: E y K (E ), 可以定义相应的集值映射 T̂: E y CB (E ) 如下:

T̂ ( x ) = { y I E (Tx ) ( y ) = m ax
zI E

(Tx ) ( z) }. ( 12)

定理 3
[ 1]

 设 (E, d ) 是一个完备度量空间, {T i } iI N是 E到K (E )的模糊映射列. 又设对每个 i I N,

T̂ i是由 T i按 ( 12)导出的集值映射. 如果对每个 i, j I N和 x, y I E,

H d (T̂ i ( x ), T̂j ( y ) ) [ < m ax{d ( x, y ), d (x, T̂ i (x ) ), d (y, T̂ j ( y ) ),

1

2
[ d( x, T̂ j ( y ) ) + d ( y, T̂ i ( x ) ) ] } , ( 13)

其中 < I 5 ,H d是由 d导出的 H ausdorff度量. 则 {T i } iI N有公共不动点.

证明  对每个 i I N, 我们定义函数 A i: E y ( 0, 1] 如下:

Ai ( x ) = m ax
zI E

(T i x ) ( z), x I E.

因为 T i是 E到 K (E )的模糊映射, T̂ i是由 T i按 ( 12)导出的集值映射, 所以容易看出 T̂ i ( x ) = (T i x ) Ai( x ) ,

且定理 2的条件 ( I)成立. 此外,注意到 D (A, B ) [ H d (A, B ), P A, B I CB (E ). 所以 ( 13) 蕴涵 ( 9), 即

定理 2的条件 ( II) c也成立. 因此定理 3的结论可由定理 2直接推得.

注 4 定理 3表明, [ 1] 中的定理 211和定理 212是本文中定理 2的特殊情形.
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