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[摘要 ] � 图 G的变换图 G- - +以 V ( G )� E ( G )为其顶点集, 对任意的 �, �� V ( G ) � E ( G ), �和 �在图 G- - +中

邻接的条件如下: ( i)�, �� V (G ), 且 �和 �在 G中不相邻, ( ii) �, �� E ( G ), 且 �和 �在 G中不相邻, ( iii) ��

V ( G ) , �� E ( G ), 且它们在 G 中相关. 本文主要证明除了 12个图外, G - - + 都不是可平面图, 以及对于图 G,

G- - + � Pn
- - +当且仅当 G� Pn.
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Abstrac t: The transfo rma tion g raph G- - + ofG is the g raph w ith vertex set V ( G ) � E ( G ) in w hich the vertex � and �

a re jo ined by an edge if one of the fo llow ing cond itions holds: ( i) �, �� V ( G ), and� and� are no t ad jacent in G, ( ii)

�, �� E ( G ), and � and � a re no t adjacent in G, ( iii) �� V ( G ), �� E (G ), and they are incident in G . In this pa-

per, it is shown thatG- - + is not p lana r except fo r 12 g raphs. It is also shown that for a g raph G, G - - + � Pn
- - + if

and only ifG� Pn.
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� � 本文所讨论的图均为简单图. 未说明的术语及概念见文献 [ 1] .设 G = ( V (G ), E (G ) )是图,图 G的

边连通度和直径分别记作 ��(G )和 d iam (G ). 设 E�是 E的非空子集, 记 G [E�]为 G 的边导出子图. 对

V (G )的两个不交的非空子集 S和 S �, 我们记 [S, S�]为一个端点在 S中, 另一个端点在 S �中的边的集合.

设 G = ( V (G ), E (G ) )和H = ( V (G ), E (G ) )是两个图. G和H的并 G � H以 V ( G ) � V (H )为它

的顶点集, E (G ) � E (H )为它的边集. 特别的,若 V (G ) � V (H ) = �, 我们记它们的并为 G + H.图 G的

全图T (G )以 V (G ) � E ( G )为其顶点集,两个顶点相邻当且仅当它们在G中相邻或相关.文献 [ 2]在全图

的基础上,引出变换图的概念.

定义 � 设 G = ( V (G ), E (G ) )是简单图, x, y, z � { + , - },变换图G
xyz
以 V (G ) � E (G )为其顶点集,

对任意的 �, �� V (G ) � E (G ), �和 �在图 G
xyz
中邻接的条件如下:

( i) �, �� V ( G ), x = +时当且仅当 �和 �在图 G中相邻; x = - 时当且仅当 �和 �在图 G中不相邻.

( ii) �, �� E (G ), y = + 时当且仅当 �和 �在图 G中相邻; y = -时当且仅当 �和 �在图 G中不相邻.

( iii) �� V (G ), �� E (G ), z = + 时当且仅当 �和 �在图 G中关联; z = - 时当且仅当 �和 �在图 G

中不关联.
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由上述定义, 得到 8个变换图, G
+ + +
恰为图 G的全图T (G ), G

- - -
是T (G )的补图. G

+ + -
和G

- - +
, G

+ - +

和 G
- + -

, G
- + +
和 G

+ - -
是其它 3对互补的图. 近年来,已有不少研究者陆续对变换图 G

xyz
进行了研究.

本文研究的是变换图G
- - +

. 在第 1部分中, 我们证明了除K 1, 2K 1, K 2, 3K 1, K 2 + K 1, P 3, K 3, 4K 1, K 2

+ 2K 1, P3 + K 1, K 1, 3, K 3 + K 1这 12个图 G外, G
- - +
都不是可平面图. 在第 2部分中,我们主要证明了对

于图 G, G
- - + � P

- - +

n 当且仅当 G � Pn.

1� 连通性, 边连通度, 可平面性

对于变换图 G
- - +

, 已有研究者对它的一些基本性质, 如连通性、直径、边连通度等进行了研究. 文献

[ 2]证明了对任意图 G, G
- - +
都是连通的,且 d iam (G

- - +
) � 3,等号成立当且仅当图 G含有三角形并且三

角形中有一个度为 2的点. 文献 [ 3]证明了 ��(G
- - +

) = �(G
- - +

).

本部分探讨的是 G
- - +
的可平面性. 为此, 先引入两个引理.

引理 1
[ 1] � 图 G是可平面图当且仅当 G不含 K 5或 K 3, 3的剖分.

引理 2� 若 2K 2 � G, 则 G
- - +
不是可平面图.

证明 � 设H = 2K 2, 易得H
- - +
恰为K 3, 3.

若 2K 2 � G, 则 G
- - +
含有 K 3, 3的剖分. 由引理 1知, G

- - +
不是可平面图.

定理 1� 除了K 1, 2K 1, K 2, 3K 1, K 2 + K 1, P3, K 3, 4K 1, K 2 + 2K 1, P 3 + K 1, K 1, 3, K 3 + K 1这 12个图

G外, G
- - +
都不是可平面图.

证明 � 设 | V (G ) | = n. 将 G的每条边都以长为 2的路替代,所得的图记为 S. 由 G
- - +
的定义可知 �G

� S是 G
- - +
的子图, 并且是K n的一个剖分图.若 G

- - +
是可平面图, 由引理 1得 n � 4. 再由引理 2知 G不

含有 2K 2作为它的子图.满足上述两个条件的图只有 12个, 它们是 K 1, 2K 1, K 2, 3K 1, K 2 + K 1, P3, K 3,

4K 1, K 2 + 2K 1, P3 + K 1, K 1, 3以及 K 3 + K 1.

K
- - +

1 , (2K 1 )
- - +

, K
- - +

2 , (3K 1 )
- - +

, (K 2 + K 1 )
- - +

, ( 4K 1 )
- - +
的顶点数均小于 5, 必是可平面图.只须

验证其它 6个图,如图 1所示.

可知这 6个图都是可平面图,定理得证.

附注:作者发现定理 1在文献 [ 4]中也被独立地证明,但该文献的定理中漏掉 (4K 1 )
- - +
也是平面图.

2� 同构

Behzad和 Radjav i
[ 5]
证明了对任意两个图 G和 G�, G

+ + + � G
�+ + +
当且仅当 G � G�. Baoy indurenW u

等
[ 6]
证明了对任意两个图 G和 G�, G

- + + � G
�- + +
当且仅当 G � G�, 并且提出猜想 G

- - + � G
�- - +
当且仅当

G � G�. 本文在此猜想的基础上证明了 G
- - + � Pn

- - +
当且仅当 G � Pn.

引理 3
[ 7] � 若 v � V (G ), e = uw � E (G ), 则 dG- - + ( v) = | V (G ) | - 1, dG- - + ( e) = | E (G ) |+ 3 -

dG ( u ) - dG (w ).

引理 4� 对任意两个图 G和 G�, 若 G
- - + � G

�- - +
, 则 | V (G ) | = | V (G�) |且 | E ( G ) | = | E (G�) |.
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证明 � 设 �是 G
- - +
到 G

�- - +
的同构映射, V (G

- - +
) = V ( G ) � E (G ), V ( G

�- - +
) = V (G�) � E (G�).

因 | V (G ) | + | E (G ) | = | V (G�) | + | E (G�) |,只须证 | V (G ) | = | V ( G�) |.

情况 1� �( V (G ) ) � V (G�) � �.取 v�� �( V (G ) ) � V (G�), 则存在 v � V (G ), 使得 �( v ) = v�. 由

引理 3, | V (G ) | - 1 = dG- - + ( v) = dG �- - + ( v�) = | V (G�) | - 1.故 | V (G ) | = | V (G�) |.

情况 2� �( V (G ) ) � V (G�) = �, 即 �( V ( G ) ) � E (G�).

于是, �( V (G ) )中的每个元素在 G
�- - +

中, 与 V (G�)中恰两个点相邻. 因此, | [�( V (G ) ), V ( G�) ] | =

2 | �( V (G ) ) | = 2 | V ( G ) |.

另一方面, 因 �( V (G ) ) � V (G�) = �, 得 V (G ) � �- 1
( V (G�) ) = �, 即 �

- 1
( V (G�) ) � E (G ).类似

可证 | [ �
- 1

( V (G�) ), V (G ) ] | = 2 | �
- 1

( V (G�) ) | = 2 | V (G�) |.

由 G
- - + � G

�- - +
, 2 | V (G ) | = | [ �(V (G ) ), V (G�) ] | = | [ V (G ), �

- 1
( V (G�) ) ] | = 2 | V ( G�) |,于是

| V (G ) | = | V (G�) |.

定理 2� G
- - + � Pn

- - +
当且仅当 G � Pn.

证明 � 充分性. 显然成立.

再证必要性.

情况 1� n = 2.由引理 4得 | V (G ) | = | V (P 2 ) | = 2, | E (G ) | = | E (P2 ) | = 1, 故 G � P2.

情况 2� n � 3. | V (G ) | = | V (Pn ) | = n, | E (G ) | = | E (Pn ) | = n - 1.

论断 1� G
- - +
的度序列为 (d1, d2, �, d2n- 1 ), d1 = d2 = � = dn+ 2 = n - 1, dn+ 3 = dn+ 4 = � = d2n- 1 =

n - 2.

由引理 3, � v�� V (Pn ), dPn
- - + ( v�) = n - 1.

� e�= u�w�� E (P n ), dP n
- - + ( e�) = | E (P n ) | + 3- dP n

( u�) - dPn
(w �) = n + 2- dPn

( u�) - dPn
(w �).

因此 Pn

- - +
的度序列为 ( d�1, d�2, �, d�2n- 1 ), d �1 = d�2 = � = d�n+ 2 = n- 1, d�n+ 3 = d �n+ 4 = � = d�2n- 1

= n - 2. 由 G
- - + � Pn

- - +
, 论断 1得证.

论断 2� � e = uw � E (G ), dG ( u) + dG (w ) = 3或 4.

� e = uw � E (G ), dG - -+ ( e) = | E (G ) | + 3 - dG ( u ) - dG (w ) = n + 2 - dG ( u ) - dG (w ) = n - 1或

n - 2,论断 2得证.

情况 2. 1� G连通.

由 | E ( G ) | = | V (G ) | - 1, 知 G为树. 由论断 2, �w � V (G ), dG (w ) � 3. 若 G存在 3度点, 由论

断 2, G � K 1, 3. G
- - +
的度序列为 ( 3, 3, 3, 3, 2, 2, 2), 与论断 1矛盾. 故 G只有 1度和 2度点, G � Pn.

情况 2. 2� G不连通.

设 G1, G 2, �, G�为 G的连通分支.因为 | E (G ) | = | V (G ) | - 1, G必定有分支, 不妨设为 G j,含有圈

�C. 由论断 2易知, G j即为圈 �C, | E (G j ) | = | V (G j ) |. 根据 | E ( G ) | = | V (G ) | - 1, 可知 G仅有一个分

支,设为 G 1是树, 其它分支均为圈. 若 G 1存在 3度点, 由论断 2, G1 � K 1, 3. G
- - +
的度序列为 ( d1, d2, �,

d2n-1 ), d1 = d2 = � = dn = n - 1, dn+ 1 = dn+ 2 = � = d2n- 1 = n - 2.与论断 1矛盾. 故 G 1只有 1度和 2

度点, 因此 G是若干个圈和一条路的不交并.

设圈 C = v1e1v2 e2� vk ek v1是 G的一个分支, �是 G
- - +
到 Pn

- - +
的同构映射. 于是, dP n

-- + ( �( ei ) ) =

dG- - + ( ei ) = | E (G ) | + 3- dG ( v i ) - dG ( vi+ 1 ) = n - 2( 1 � i � k, vk+ 1 = v1 ). 由引理 3, �( ei ) � E (Pn ) ( 1

� i � k ).

es和 et在 G中相邻, es和 et在 G
- - +
中不相邻,故 �( es )和 �( et )在 Pn

- - +
中不相邻, �( es )和 �( et )在

Pn 中相邻. es和 et在 G中相邻当且仅当 �( es )和 �( et ) 在 Pn 中相邻. 因此,

Pn [E ( �( e1 ), �( e2 ), �, �( ek ) ) ] � G [E ( e1, e2, �, ek ) ]为圈, 与 Pn 是路矛盾.

综上, G � Pn.

推论 1� G
+ + - � P

+ + -

n 当且仅当 G � Pn.

证明 � 由于G
- - +

= G
+ + -

, G
+ + - � P

+ + -

n 当且仅当 G
- - + � P n

- - +
. 由定理 2,此推论得证.

(下转第 18页 )
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因此, 存在惟一的 M 0 > 0使得 I (M 0 ) = (p / (p - 1) )
1
p . 从而 (4)存在惟一解 u � C

�
( - 1, 1) � C [ - 1,

1] .

令

� ( u ) = �
u

0

ds

(F (M 0 ) - F ( s) )
1
p

, � u � ( 0, M 0 ] .

明显地,有 ( 3) 成立.
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