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[摘要 ]  研究了一类具有非线性发生率的 SIRS传染病模型的弱耦合反应扩散方程组. 利用线性化和特征值的

方法, 讨论了无病平衡点和染病平衡点的局部稳定性, 利用 L iapunov函数的方法给出了无病平衡点渐近稳定的

充分条件. 结果表明,在小初值条件下,当接触率小的时候, 无病平衡点是渐近稳定的.
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Abstrac t: The weakly coupled reaction-diffusion system describ ing a SIRS ep idem icm ode lw ith nonlinear inc ident rate is

investigated. The loca l asym pto tic stab ilities of equilibr ium s are g iven by lineariza tion and e igenvalue. The asympto tic

stabilities o f d isease- free equ ilibrium is investig ated using them e thod of L iapunov functions. Our resu lts show tha t the

d isease-free equ ilibrium is asym ptotically stable if the contac t rate is sm a ll and the initial va lues are sm al.l
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  传染病是严重危害人类生命健康的感染性疾病.历史上传染病曾给人类带来了很大的灾难,这引起了人

们的高度重视.早在 1927年, Kerm ack和M ckendrick
[ 1 ]
就建立了经典的 SIR仓室模型.受他们工作的启发, 假

设 SIR传染病模型在潜伏期的病毒可以忽略不计, 则易感者在接触病毒后成为染病者,最后因为永久恢复或

暂时具有免疫力而移出. S ( t)、I ( t )、R ( t)分别表示总人口中易感者 ( suspect ibles)、染病者 ( infectives)和移出

者 ( rem oved)的人数. 下面给出一个具有暂时免疫力的 S IR传染病模型,即 SIRS传染病模型:

S
#

( t) = L- dS - BSI + DR,

I
#

( t) = BSI - (C+ d + A) I,

R
#

( t) = CI - (D+ d )R,

( 1)

其中 L > 0是易感者的出生率, d是易感者、染病者、移出者的死亡率, A> 0是因病死亡率. 假设从易感

者病例到感染病例的转化率与易感者和染病者的乘积成正比, 比例系数为 B,称 BSI为双线性发生率. 假

设单位时间内从染病者类移出的人数与病人数量成正比, 比例系数为 C. S IRS传染病模型表示易感者被

染病者传染成为染病者个体, 染病者具有免疫力后从染病者类移出变为移出者, 再以比例 D失去免疫力

后又变为易感者. D是免疫力丧失系数. M ena和 H ethco te
[ 2 ]
利用 L iapunov函数的方法证明了当 BL< d ( C

+ A+ d )时, 问题 ( 1)的惟一的无病平衡点全局渐近稳定; 当 BL> d ( C+ A+ d )时, 染病平衡点局部渐

近稳定.
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但鉴于实际上易感者发病的多少不仅与染病者数量有关,更与病菌本身的传染性强弱有关,因此,更

合理的发生率应该是非线性的, 在这方面已经有了很多工作
[ 3-5]

. 在模型 (1) 中考虑引入非线性发生率

Uf ( I) S, 其中 f ( 0) = 0, f ( I ) \ 0, fc( I) > 0, fd( I ) < 0, l im
Iy ]

f ( I) = c < ] , 例如 f ( I) = (AI ) / ( I + BI ),

U是易感者类到染病者类的接触率 ( recru itm ent) . 另外, 在模型 (1)的基础上考虑时滞因素. 假定平均免

疫期为一常数 S, 移出者丧失免疫力而回到易感者的比例是按 e
- LS
分布的, 则在 t- S时刻的移出者经过

S时刻后丧失免疫力又回到易感者类, 即在 t时刻有 CI e
- LS
移出者进入易感者类. 假设出生率与死亡率相

等,无因病死亡率,即 L = d, A= 0. 于是模型 ( 1) 变为

S
#

( t) = L- LS ( t) - Uf ( I ( t) ) S ( t) + Ce
- LS

I ( t- S),

I
#

( t) = Uf ( I( t ) )S ( t) - ( L+ C) I ( t),

R
#

( t) = CI( t ) - Ce
- LS
I ( t - S) - LR ( t).

( 2)

Y uliy a等在 [ 6]中利用 L iapunov函数给出了其常数平衡点的稳定性.

当进一步考虑病毒感染人口和扩散的空间影响,模型 (2)可扩展为下列反应扩散问题:

5u1

5t
- d1$u1 = L- Lu1 - Uf ( u2 ) u1 + Ce

-LS
u2 ( x, t - S), ( x, t) I 8 @ (0, ] ),

5u2

5t
- d2$u2 = Uf ( u2 ) u1 - (L+ C) u2, ( x, t) I 8 @ (0, ] ),

5u3

5t
- d3$u3 = Cu2 - Ce

- LS
u2 ( x, t - S) - Lu3, ( x, t) I 8 @ (0, ] ),

5u1

5G
=

5u2

5G
=

5u3

5G
= 0, ( x, t) I 58 @ ( 0, ] ),

u i ( x, t) = ui, 0 ( x, t) > 0, i = 1, 2, 3, ( x, t) I 8 @ [ - S, 0].

( 3)

其中 8是 R
N
中的有界区域, 其边界 58光滑. G是边界上的单位外法向量,齐次 N eum ann边界条件说明上

述系统是封闭的,在边界上没有人口移动. u1、u2、u3分别表示易感者、染病者、移出者在 t时刻的空间分布

密度. 扩散的引入允许了所有人口的迁移, 正常数 d1、d2、d3分别表示易感者、染病者、移出者的空间扩散

率. 通常情况下, 初始条件 u i, 0 (x, t)在 8 @ [ - S, 0]上是 H Ê lder连续且非负有界的.根据生物学意义,我

们进一步假设在 8 @ [- S, 0]上 ui, 0 ( x, t ) > 0. 在本文中, 我们拟利用线性化和特征值及 L iapunov函数的

方法讨论问题 (3)解的渐近行为.

1 解的正性

由于 u1, u2的方程不依赖 u3, 故先考虑前两个方程

5u1

5t
- d1$u1 = L- Lu1 - Uf ( u2 ) u1 + Ce

-LS
u2 ( x, t - S), ( x, t) I 8 @ (0, ] ),

5u2

5t
- d2$u2 = Uf ( u2 ) u1 - (L+ C) u2, ( x, t) I 8 @ (0, ] ),

5u1

5G
=

5u2

5G
= 0, ( x, t) I 58 @ ( 0, ] ),

u i ( x, t) = ui, 0 ( x, t) > 0, i = 1, 2, ( x, t) I 8 @ [ - S, 0].

( 4)

既然方程右边的增长函数在 R
2
中是足够光滑的,那么由经典的 PDE

[ 7]
理论表明问题 ( 4)的解在 8

中对所有时间是连续惟一的. 由正性引理
[ 8]
可得:

定理 1 设 u i I C (�8 @ [ 0, T ] ) H C
2, 1
( 8 @ (0, T ] ), i = 1, 2, 其中 u1, u2是问题 ( 4) 的解, 则有

u1 ( x, t ) \ 0, u2 ( x, t) \ 0.

问题 (4)解的界一般很难得到,但如果给出一些限制, 这样的界还是可以给出的.

定理 2 设 ui I C (�8 @ [ 0, T ] ) H C
2, 1
( 8 @ (0, T ] ), i = 1, 2, 其中 u1, u2是问题 (4)的解, 设

)26)
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L( L+ C) > CUc, + u1, 0 + ] [ L( L+ C)
L( L+ C) - CUc

,

m = m ax
( x, t) I 8 @ [ - S, 0]

{ u2, 0 ( x, t ) } [ LUc
L(L+ C) - CUc

, ( 5)

则

u1 (x, t) [ 2L( L+ C)
L(L+ C) - CUc

, u2 ( x, t) [ 2LUc
L( L+ C) - CUc

, ( x, t) I 8 @ (0, ] ). ( 6)

注  u1, u2在 8 @ (0, ] )中并不是一致有界的,而当初值在一定范围内时解一致有界. 如果初值很

大, u1, u2在 8 @ (0, ] )中无界,即病情无法控制.

2 局部稳定性

首先讨论染病平衡点存在的充分条件.记

F = ( f1, f 2 ), f 1 = L- Lu1 - Uf ( u2 ) u1 + Ce
-LS
u2 ( x, t - S), f 2 = Uf ( u2 ) u1 - (L+ C) u2.

易见问题 ( 4) 总有一个无病平衡点 E0 = ( 1, 0), 所以问题 ( 3)有无病平衡点 E0 = ( 1, 0, 0). 根据传染病

学概念, R = Ufc( 0) / ( L+ C) 被称为基本再生数.这里 R为 U和 分数 f c(0) / ( L+ C) 的乘积. 假定 R >

1, 问题 ( 4)还有 1个染病平衡点 E
*
= ( u

*
1 , u

*
2 ), 即问题 ( 3)存在 1个染病平衡点E

*
= ( u

*
1 , u

*
2 , Cu

*
2 ( 1

- e
-LS

) /L).

下面先讨论问题 ( 4)无病平衡点和染病平衡点的局部稳定性.

利用 [ 9]的方法,假设 0 = R1 < R2 < R3 < ,是 8中带有齐次 N eum ann边界条件的算子 - $的特

征值,且在 C
1
(8 )中 Ri对应的特征空间为 E ( Ri ). 设 X = { u = ( u1, u2, u3 ) I [ C

1
(�8 ) ]

3
| 5Gu = 0, x I

58 }, { <ij, j = 1, ,, d imE ( Ri ) } 是 E ( R i ) 的基本正交基, X ij = { c # <ij | c I R
3
}, X j = ©

d imE (R i)
j= 1 X ij,

X = © ]
i= 1 X i.

设 (�u1, �u2 )是问题 ( 4)的稳态解, 令 ui ( x, t ) = �ui ( x, t ) + Vi ( x, t )代入问题 ( 4)线性化可得 Vt = LV

= D$V + Fu (�u )V,其中 D = d iag( d1, d2 ),

F u (�u )V =
- (Uf (�u2 ) + L) V1 Ce

-LS
V2 (x, t- S) - Uf c(�u2 ) �u1V2

Uf (�u2 ) V1 ( x, t) �u1Ufc(�u2 ) V2 - (L2 + C) V2

.

对每个 i\ 1, X i是算子 L的不变子空间, 则算子 L作用在 X i上为

Vt = LV = - D RiV + F u (�u )V.

令 V1 = c1 e
Kt
, V2 = c2 e

Kt
代入上式可得

K+ R id1 + L+ Uf (�u2 ) Ufc(�u2 ) �u1 - Ce
- ( K+ L)S

- Uf (�u2 ) K+ Rid2 + L+ C- Ufc(�u2 ) �u1

c1

c2

=
0

0
.

由于 c1、c2不全为 0, 故系数行列式为零,展开行列式得

[K+ R id1 + L+ Uf (�u2 ) ] [ K+ R id2 + L+ C- Ufc(�u2 ) �u1 ] + Uf (�u2 ) [ Ufc(�u2 ) �u1 - Ce
- (K+ L)S

] = 0.

所以特征方程为

5 i ( K) = [K+ R id1 + L+ Uf (�u2 ) ] [ K+ R id2 + L+ C- Ufc(�u2 ) �u1 ] +

Uf (�u2 ) [Ufc(�u2 ) �u1 - Ce
- (K+ L)S

] .

2. 1 无病平衡点的局部稳定性

在 E0 = ( 1, 0)处的特征方程为

5 i (K) = ( K+ d1 Ri + L) ( K+ Rid2 + L+ C- Ufc( 0) ) = 0.

先考虑 R < 1时的情况:显然 Ki1 = - d1 Ri - L < 0, Ki2 = - R id2 - L- C+ Ufc( 0) < 0,并且对 P i\

1, Ki1 [ - L, Ki2 [ - L- C+ Uf c(0),故 L的谱都是由实部小于某一个负常数的特征值组成的.由 [ 10]中

71页推论 1111知,当 R < 1时, E0 = ( 1, 0)是局部渐近稳定的.

再考虑 R > 1时的情况:当 i = 1时 R1 = 0, 5 1 (0) = L(L+ C- Ufc(0) ) < 0.当 Ky ] 时, 5 1 (K)

y ] . 又因为 5 1 ( K)在 ( - ] , + ] )上是连续的,由介值定理可知 5 1 ( K) = 0至少有一正根,则 L的谱包

)27)
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含一个特征值 K(它的实部大于零 ).由 [ 10]中 71页推论 1111得,当 R > 1时, E0 = (1, 0)是不稳定的平

衡点.

2. 2 染病平衡点的局部稳定性

下面考虑 R > 1时染病平衡点 E
*
= ( u

*
1 , u

*
2 )的局部稳定性.

对 E
*
= ( u

*
1 , u

*
2 ), 特征方程为

[ K+ R id1 + L+ Uf ( u
*
2 ) ] [ K+ Rid2 + L+ C- Ufc( u*

2 ) u
*
1 ] +

Uf ( u
*
2 ) [ Ufc( u

*
2 ) u

*
1 - Ce

- (K+ L)S
] = 0.

简记为

K
2
+ aiK+ ci + d i e

- KS
= 0, ( 7)

其中

a i = R i ( d1 + d2 ) + 2L+ C+ Uf ( u
*
2 ) - Ufc( u*

2 ) u
*
1 ,

ci = R
2
i d1d2 + R id1 [ L+ C- Ufc( u*

2 ) u
*
1 ] + R id2 [ L+ Ufc( u*

2 ) ] +

[ L+ Uf ( u
*
2 ) ] [L+ C- Ufc( u*

2 ) u
*
1 ] + Ufc( u*

2 ) u
*
1 ,

d i = - Ce
-LS
Uf ( u

*
2 ).

显然, E
*
= ( u

*
1 , u

*
2 )的局部稳定性取决于方程 ( 7)的根的情况.

假设

L+ C> Ufc( u*
2 ) u

*
1 , ( 8)

由计算可知 ai > 0, a
2
i - 2ci > R

2
i ( d

2
1 + d

2
2 ) > 0, c

2
i - d

2
i > R

4
i d

2
1 d

2
2 > 0.

先证明: 对每一个确定的 i而言,方程 ( 7)不存在实部绝对值很小的根. 事实上, 设 Kij = x ij + - 1yij

代入 ( 7),则

x
2

ij - y
2

ij + aix ij + ci + - 1yij ( 2xij + ai ) + d i e
-Sx

i j ( co sSyij - - 1sinSyij ) = 0. ( 9)

分离实部、虚部得

x
2
ij - y

2
ij + aixij + ci + d i e

- Sx ij co sSyij = 0,

2x ij yij + aiyij - d i e
- Sx ij sinSyij = 0.

两式两边平方相加得

y
4
ij + ( 2x

2
ij + 2x ij ai + a

2
i - 2ci ) y

2
ij + ( x

2
ij + a ix ij + ci )

2
- d

2
i e

- 2Sxij = 0. (10)

当 | x ij | n 1时,

y
4
ij + ( a

2
i - 2ci )y

2
ij + c

2
i - d

2
i = 0. (11)

由假设及上述计算知 a
2
i - 2ci > 0, c

2
i - d

2
i > 0, 故方程 (11)无实根, 这与 y ij的存在性矛盾.

然后证明:对确定的 i, 方程 ( 7)不存在具有非负实部的根.记 A i = 2x
2
ij + 2xija i + a

2
i - 2ci, B i = ( x

2
ij +

aixij + ci )
2
- d

2
i e

- 2Sx
ij. 假设存在一 xij > 0, 由计算知 A i > 0, B i > 0, 则方程 ( 10)无实根,这与 y ij的存在

性矛盾.

最后证明:对于任意 i,方程 (7)的根的实部都小于等于某一个负常数.由上述证明可知,对于每一个

确定的 i, 存在 Di < 0,使 xij < - Di.因此只要证明:对任何 i,存在 D使 x ij [ - D.先取 D0 = 1,当 - 1 < x ij <

0时 lim
iy ]

(A i /R
2
i ) = d

2
1 + d

2
2 > 0, lim

iy ]
(B i /R

4
i ) = d

2
1 d

2
2 > 0. 所以,存在N, 当 i > N时, A i > 0, B i > 0. 则

方程 ( 10)无实根, 这与 yij的存在性矛盾.所以只能是 xij < - D0, 对 i > N成立. 故取 D= m in{D1, ,, DN ,

D0 }, 对任意的 i,有 xij [ - D. 由 [ 10]中 71页推论 1111可得, 当R > 1, L+ C> Ufc( u*
2 ) u

*
1时, E

*
= (u

*
1 ,

u
*
2 ) 局部渐近稳定.

定理 3 当 R < 1时, E0 = ( 1, 0)是局部渐近稳定的, 不存在染病平衡点;当R > 1时, E0 = (1, 0)是

不稳定的, 存在染病平衡点 E
*
= ( u

*
1 , u

*
2 ), 且当 L+ C> Ufc( u*

2 ) u
*
1时, E

*
= (u

*
1 , u

*
2 ) 局部渐近稳定.

注  当接触系数很小时, 无病平衡点局部渐近稳定, 且不存在染病平衡点; 当 Ufc(0) > L + C>

Uf c( u*
2 )u

*
1时, 存在染病平衡点E

*
= (u

*
1 , u

*
2 ),且该点局部渐近稳定,无病平衡点E 0 = ( 1, 0)是不稳定的.

)28)
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3 小初值范围内的稳定性

在本节中,将证明无病平衡点在小初值条件下的渐近稳定性, 染病平衡点的全局稳定性比较复杂,在

此不作讨论.下面先介绍在稳定性的证明中运用的引理.

引理 1
[ 11]  a, b为正常数,设 <, UI C

1
( [ a, ] ) ), U( t ) \ 0, 且 <有下界, 如果 <c( t) [ - bU( t),

且存在常数 K 满足 t\ a时, Uc( t) [ K, 则 lim
ty ]

U( t) = 0.

利用引理 1,我们可得:

定理 4 若 L(L+ C) > CUc, L+ C- Uf c(0) - Uc
2
> 0, + u1, 0 + ] [ L(L+ C)

L( L+ C) - CUc
, L > C, m =

m ax
(x, t) I 8 @ [ -S, 0]

{ u2, 0 ( x, t ) } [ LUc
L(L+ C) - CUc

,
C

2L+ 2C- 2Ufc( 0) - Uc
<

2L- C
Uc

, 则 E 0是渐近稳定的.

证明  根据定理 2, 在条件 (5)下问题 (4)的解 ( u1, u2 )在 �8 @ ( 0, ] )中一致有界, 即存在常数 C >

0, + u i (#, t) + ] [ C, P t \ 0, i = 1, 2, 再利用 [ 12,定理 A2] 得

+u i (#, t )+C 2, A(�8 ) [ C, P t\ 1. (12)

令 V1 = 1 - u1, V2 = u2 > 0代入 ( 4)得

5V1

5t - d1$V1 = - LV1 - Uf ( V2 ) (1 - V1 ) - Ce
- LS
V2 (x, t- S), ( x, t ) I 8 @ ( 0, ] ),

5V2

5t
- d2$u2 = Uf ( V2 ) (1 - V1 ) - ( L+ C) V2, ( x, t ) I 8 @ ( 0, ] ),

5V1

5G
=

5V2

5G
= 0, ( x, t ) I 58 @ ( 0, ] ),

V1 (x, t) = 1 - u1, 0 (x, t), V2 ( x, t) = u2, 0 ( x, t ), ( x, t ) I 8 @ [ - S, 0] .

(13)

定义 L iapunov函数 �E ( t) = Q8 1
2
V

2
1 + V2 +

k
2
V

2
2 dx + C

2
e
-LS Q8 Q

t

t-S
V

2
2 ( x, s) dsdx.

由抛物方程的强极大值原理和 H opf引理知, 当 ( x, t) I 8 @ (0, T ) 时, u1 (x, t) > 0, u2 ( x, t) > 0,

故 V2 ( x, t) > 0, 因此 �E ( t) > Q8 1

2
V

2
1 + V2 +

k

2
V

2
2 dx > 0. 对 �E ( t)求导得:

�Ec( t ) = Q8 V1# V1t + V2t + kV2 # V2t +
C
2

e
- LS

( V
2
2 (x, t) - V

2
2 ( x, t- S) ) dx [

- Q8 { d1 | ¨V1 |
2
+ kd2 | ¨V2 |

2
} dx + Q8 - L+

C
2

e
- LS

V
2
1 + [ Ufc( 0) - L- C] V2 +

kfc(0) - k ( L+ C) +
C
2

e
- LS

V
2
2 +

kUc
2
( V

2
1 + V

2
2 ) dx [

- Q8 { d1 | V̈1 |
2
+ kd2 | V̈2 |

2
}dx - Q8 L-

C
2
-
kUc

2
V

2
1 + [L+ C- Ufc(0) ] V2 +

k (L+ C) - kUfc(0) - C
2
-
kUc
2

V
2
2 dx S : - g ( t) - h ( t).

取 k > 0使得 L-
C
2
-
kUc

2
> 0, k ( L+ C) - kUfc( 0) -

C
2
-
kUc

2
> 0. 当

L > C, L+ C- Ufc(0) - Uc
2
> 0, C/ ( 2L+ 2C- 2Ufc(0) - Uc) < (2L- C) /Uc, (14)

取 C/ ( 2L+ 2C- 2Ufc( 0) - Uc) < k < ( 2L- C) /Uc,所以 �Ec( t ) [ - g ( t ) - h ( t) < 0.由定理 2及 V1 =

1 - u1, V2 = u2 > 0知 g c( t), hc( t) 在 [ 1, ] )有界,利用引理 1得 lim
ty ]

g ( t) = 0, lim
ty ]

h( t ) = 0.即

lim
ty ] Q8 | V̈1 |

2
dx = l im

ty ] Q8 | ¨V2 |
2
dx = 0,

lim
ty ] Q8 V2

1 dx = lim
ty ] Q8 V2

2 dx = l im
ty ] Q8 V2 dx = 0.
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又由 Po incare不等式知

lim
ty ] Q8 ( V1 - �V1 )

2
dx = l im

ty ] Q8 (V2 - �V2 )
2
dx = 0,

其中 �V =
1

| 8 | Q8 u dx, i = 1, 2.又因为

| 8 | (�V1 - V
*
1 )

2
= Q8 (�V1 - V1 + V1 - V

*
1 )

2
dx [ 2 Q8 (�V1 - V1 )

2
dx + 2 Q8 ( V1 - V

*
1 )

2
dx,

因此, 当 ty ] , �V1 y V
*
1 , 同理 ty ] , �V2 y V

*
2 .又根据 ( 12)式及 V1 = 1 - u1, V2 = u2得

+V i (#, t) +C2, A(�8 ) [ �C, P t\ 1, �C = C + 1.

所以存在子列 { tm }, tm y ] 和非负函数 w i I C
2
(�8 ),满足 l im

ty ]
+V i (#, tm ) - w

*
i +C2( 8 ) = 0, i = 1, 2.则 w i

= V
*
i , i = 1, 2.即 lim

ty ]
+Vi (#, tm ) - V

*
i +C 2( 8 ) = 0, i = 1, 2.由此及局部渐近稳定性结论可得,在条件 ( 5)

和 ( 13)下, ( 0, 0)是渐近稳定的,即 E0 = ( 1, 0)是渐近稳定的.

为了得到问题 (3)解的渐近行为,我们给出:

引理 2
[ 13]  令 v I C (�8 @ [ 0, ] ) ) H C

2, 1
(8 @ [ 0, ] ] ), v是下述标量问题的一个非负解,

vt - Dv = - Av( x, t) + f (x, t), ( x, t ) I 8 @ ( 0, ] ),

5v
5G

= 0, ( x, t ) I 58 @ ( 0, ] ),

v( x, t ) = N( x, t ), ( x, t ) I 8 @ [ - S, 0).

其中 A > 0, f ( x, t )是非负连续函数, 若当 ty ] , f (x, t) y B在 x I 8内一致成立, 则 v y B /A在 x I 8

内一致成立.

结合子问题 ( 4)的稳定性结论和引理 2得:

定理 5 问题 ( 3)在R < 1时仅存在无病平衡点,且当初值在一定范围内时,在条件 (5)、( 14)下是渐

近稳定的;问题 ( 3)在 R > 1时存在惟一染病平衡点, 且在条件 ( 8)下局部渐近稳定;无病平衡点不稳定.

注  在小初值条件下,当接触系数 U充分小时,无病平衡点是渐近稳定的.
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