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[摘要 ] � 引入了 s-量子空间概念, 研究了 s-量子空间中闭包与网的收敛之间关系.并得到: 在 s-量子空间 X 中,

任意子集 A的闭包由 A中网的收敛惟一确定当且仅当 X 是拓扑空间.
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� � Quan tale是研究 c
*
-代数时引入的,其背景是给量子力学提供新的数学模型.在近 20年中,有关 quan-

ta le研究的理论和应用得到了较大的发展
[ 1, 2]

. 而为了提供 quantales的拓扑模型, Borceux和 Bossche在

[ 3]中首次引入了量子空间的概念.本文引入了 s-量子空间的概念,类似于 [ 4]中的方法,对 s-量子空间上

的闭包、聚点和收敛类、网进行了研究.

定义 1� 设 L为完备格, * 为 L上的一个双边关系. 我们称 (L, * )是一个预环,如果它满足下面两个

条件:

( 1) (结合律 )对任意的 a, b, c � L, a* b* c = ( a* b)* c;

( 2) (左分配律 )对任意的 b0 � L, B � L,有 b0* ( � b� B b ) = � b�B ( b0* b );

(右分配律 )对任意的 b0 � L, B � L,有 ( � b� B b )* b0 = � b� B ( b* b0 ).

定义 2�X为非空集合, ( 2X ,& )为一个预环, �� 2
X
. 我们称 (X, �,& )是一个 s-量子空 间, 如果 �满

足以下 3条公理:

( Q1) �� �, X � �.
( Q2) 如果 U1 � �, U2 � �, 则 U 1& U2 � �.

( Q3) 如果 �1 � �, 则 � �1 � �.
我们称 X中的元素为这个 s-量子空间中的点, �的元素称为这个 s-量子空间中的开子集; 我们称 �为

X上的 s-量子拓扑. 有时为了方便,我们记 s-量子空间 (X, �,& )为 (X,& )或 X. 如果对于任意的开子集

U,都有 U&X = U,我们则称该 s-量子空间 X 为右边的. 类似地,可以给出左边的和双边的 s-量子空间的

定义.

在 s-量子空间中,开子集的补集被称为闭子集. 由公理 ( Q3)可见, s-量子空间X的任意子集 A存在内
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部 A �及闭包 �A.因此 s-量子空间 X的一个子集 A是闭子集当且仅当 A = �A; 一个子集 B是开子集当且仅

当 B�= B.

在任意拓扑空间中,对于任意的拓扑开子集 U, V,我们定义 U& V = U � V,则在该&关系下,拓扑空间

显然是一个 s-量子空间.

例 1� 设 X为非空集合,在 2
X

上定义双边关系& 如下:

A&B =
�, B = �,
A, B � �.

( 1)

如果 � (X ) � 2
X
关于任意并封闭, 则 (X, � (X ), &, )构成一个右边的 s-量子空间.

例 2� 设 X是一个非平凡的半群. 我们在 2
X
上定义双边关系& 如下: 对于任意的 A, B � 2

X
, A&B =

{ ab | a � A, b � B }. 如果 � (X ) � 2
X
关于任意并封闭,则 (X, � (X ),&, ) 构成一个 s-量子空间.

设 (X, �,& )为 s-量子空间,相似于拓扑空间, 我们可以给出邻域的概念. 设 x � X, U � X为X的开子

集, 如果 x � U, 则我们称 U为 x的一个邻域. 易证 V � X是 X的开子集当且仅当对任意的 x � V,存在点

x的邻域 Ux 使得 Ux � V.

1� 闭包与网的收敛

s-量子空间 X的子集 A为闭子集当且仅当它的补 X \A是开子集, 因而当且仅当X \A中的每个点存在

一个包含于X \A的邻域,也就是说存在一个邻域与 A不相交. 因此X的子集A为闭子集当且仅当对任意的

x � X, 如果 x的每个邻域与 A相交, 则 x � A.

定义 3� 设 X为 s-量子空间, A为 X的一个子集, x � X. 如果 x的任意邻域都含有 A中异于 x的点,

则称 x为 A的一个聚点. A的全体聚点构成的集合我们记作 d (A ).

很容易我们可以验证: ( 1)A � B蕴涵 d (A ) � d (B ); (2)如果 A 是闭子集, 则 d (A ) � A.

引理 1� 设X为 s-量子空间, A为 X的任一子集, 则 A与 d (A )的并集为X中的闭子集,因此, A的闭

包 �A是 A 与 d (A )的并集.

证明 � 设 x � A � d (A ),则存在 x的一个邻域 U满足 U � A = �. 因此 U � X \A. 又因为 U是一个

开子集, 所以 U � X \d (A ). 故 U � X \A � d (A ). 因此 A � d (A )是一个闭子集.

对于任意的满足 A � F的闭子集 F, 有 d (A ) � d (F ), 而由于 F为闭子集, 因而 d (F ) � F, 故 d (A )

� �A. 因此 A � d (A ) � �A. 又因为 A � d (A )为闭子集, 所以 A � d (A ) � �A.
定义 4� 设 (X, �,& )为 s-量子空间, S = { Sn: n � S }为 (X, �, & )中的一个网. 则网 S收敛于 s当且

仅当 S中的元最终在 s的每个邻域里.

很明显, 在 s-量子空间X中, 如果网 S收敛于 s, 则 S的每个子网也收敛于 s. A � X,如果存在A \ { s}

中的一个网收敛于 s,则 s是 A的一个聚点. 但一般情况下,上述陈述的逆不一定成立.

定理 1� 设 (X, �, & )为 s-量子空间,则等价命题�点 s是 A的聚点 � 存在 A \ { s }中的一个网收敛于

s�成立当且仅当 �是 X上的一个拓扑.

证明 � 假设点 s是X的子集的聚点当且仅当存在A \ { s}中的一个网收敛于 s. 我们可以断言A � B =

�A � �B. 事实上, 根据闭包的定义, A � B 蕴涵 �A � �B, 故 �A � �B � A � B. 另一方面, 对于任意的 x �
A � B, 我们有 x � A � B或者 x � d A � B , 由假设, 存在 A � B中的网 { Sn: n � D }收敛于 x. 记 DA

= { n: n � D且 Sn � A }, DB = { n: n � D且 Sn � B }. 则 D A � DB = D, 且 D A与 DB 必有其一是 {Sn: n

� D }的共尾子集. 因此 {Sn: n � D A }或 { Sn: n� DB }是 {Sn: n � D }的一个子网. 从而, 或者 {Sn: n� DA }

或者 { Sn: n � DB } 收敛于 x. 故 x � �A � �B. 则对任意的 U, V � �, (X \U) � (X \B ) = X \U � X \V =

(X \U ) � (X \V) = X \ U � V . 从而 U � V是 (X, �,& )中的开子集, 即 U � V � �. 以上说明了 �是

X上的一个拓扑.

相反地, 设 �是X上的一个拓扑. 则对任意的 U, V � �,有 U � V � �. 从而 s的所有邻域构成的集族

U关于 � 序定向. 如果 s是 A的一个聚点, 则对 s的任意邻域 U,存在 A的一个点 SU属于 U \ { s}. 因为 s

的所有邻域构成的集族 U关于 � 序定向, 故如果 U和 V是 s的邻域并满足 V � U, 则 SV � V � U. 其中

网 {SU, U � U } 收敛于 s.
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在 s-量子空间 (X, �, & )中, A为 X的子集,如果 s � �A� 存在一个网 S � A收敛于 s,我们将称 A的闭

包 �A由 A中网的收敛惟一确定. 从而我们有:

推论 1� 设 (X, �, & )为 s-量子空间, A � X,则 A的闭包 �A由 A中网的收敛惟一确定当且仅当 �是 X

上的一个拓扑.

证明 � 假设点 s属于 A的闭包当且仅当 A中存在一个网收敛于 s. 类似于定理 1的证明, 我们可以得

到A � B = �A � �B. 因此如果 U和 V为 �中元素,则 U � V是 (X, �, & )中开集, 即 U � V � �,从而 �是

X上的一个拓扑.

相反地, 设 �是X上的一个拓扑, 由定理 1可知, 如果点 s是 X子集 A的一个聚点,则 A \ { s}中存在一

个网收敛于 s. 如果点 s是A中点, 则值为 s的常值网收敛于 s. 因此对于A的闭包中的每个点, A中都存在

一个网收敛于它.

引理 2� 设 (X, �, & )为 s-量子空间, A, B为 X 的任意两个子集,则以下陈述成立:

( 1) �= �.
( 2) A � �A.
( 3) X \X \ (A&B ) � (X \X \A )& (X \X \B ).

( 4) A = �A.
( 5) A � B蕴涵 �A � �B.
证明 � 由闭包的定义 ( 1), (2), (4), ( 5)直接得.

我们只要证明 (A&B )�� A�&B�,则 ( 3)立即可得. A�&B�= ( �
K � A, K � �

K )& ( �
G � B, G� �

G ) = �
K � A, G� B, K, G� �

(K&G ) � �
U� A&B, U� �

U = (A&B )�.

设X是一个非空集合, (2
X

,& )是一个预环. 函数
c

: 2
X

� 2
X

, A A
c

如果满足引理 2中的陈述,即下

面的 5条公理,则我们称该算子为 X上的闭包算子:

( a) �c = �.
( b) A � A

c
.

( c) X \ (X \ (A&B ) )
c � (X \ (X \A )

c
)& (X \(X \B )

c
).

( d) (A
c
)
c
= A

c
.

( e) A � B蕴涵 A
c � B

c
.

下面的定理说明了这 5条陈述实际上是 s-量子空间上闭包的刻画.

定理 2� 设 X为一个非空集合, (2
X
,& )为预环. 如果 c2

X � 2
X
是 X上的闭包算子, F � 2

X
是满足 A

c

= A的 X子集全体构成的集族, �是 F中元的补集构成的集族, 则 �是 (X,& )上惟一的 s-量子空间拓扑,

使得对于 X 的任意子集 A, A
c
是 A的闭包.

证明 � 公理 ( a)说明了 X � �, 公理 ( b)显示 �� �. 对于任意的 U1, U 2 � �, 则存在 A 1, A 2满足 A
c

1

= A 1, A
c

2 = A 2 使得 U1 = X \A 1, U 2 = X \A 2. 由公理 ( c) , 我 们知道 X \ (X \ (U1& U2 ) )
c �

(X \ (X \U1 )
c
)& (X \ (X \U2 )

c
) = (X \A

c

1 )& (X \A
c

2 ) = (X \A 1 )& (X \A 2 ) = U1&U 2, 因此 (X \U1& U2 )
c �

X \U1& U2. 从而由公理 ( b), 有X \U 1& U2 = (X \U1& U2 )
c
. 所以 U1& U2 � �. 最后我们将证明 �的任意非空

子集族的并仍然是 �中的元. 假设 �1 � �, 则对任意的 U � �1, (X \U)
c
= X \U. 因为对任意的 U�� �1,

X \ ( �
U� �

U) = �
U� �

(X \U ) � X \U�,故根据公理 ( e)有 (X \ ( �
U� �

U ) )
c � (X \U�) c = X \U�. 从而 (X \ ( �

U� �
U) )

c

� �
U�� �1

(X \U�) = X \ ( �
U�� �1

U�) = X \ �
U� �1

U.根据公理 ( b), X \ �
U� �1

U � (X \ �
U� �1

U )
c
.因此 �

U� �1
U � �.以上

说明了 �是 X上的一个 s-量子空间拓扑.

剩下的就是要证 A
c
= �A, �A为A的 �- 闭包. 由闭包的定义, �A是所有包含A的闭集的交,由公理 ( d),

知 A
c � F, 从而由公理 ( b)可得 �A � A

c
; 因为 �A � F蕴涵 (�A ) c = �A, 并且 �A � A蕴涵 ( �A ) c � A

c
, 所以 �A

� A
c
.故 �A = A

c
.

�的惟一性直接可证.

2� 收敛类

定义 5� 设 X为非空集合, ( 2
X
,& )为一个预环, C是由序对 (S, s)构成的类,其中 S是 X中的一个网
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并且 s是一个点. 如果 (S, s) � C, 我们称 S是 (C )收敛于 s或者 l imSn � s( C).

定理 3� 设 (X, �, & )为一个 s-量子空间. 则以下 (1) ~ (4)命题成立.

( 1) 如果 S是 X 中一个常值网,即对每个 n, Sn = s, 则 S收敛于 s.

( 2)如果 S不收敛于 s, 则存在 S的一个子网, 它的任意子网不收敛于 s.

( 3) 设 D为一个定向集, 对 D中的每个 m, Em为定向集, F为乘积 D � � { Em: m � D },对 F中每个

(m, f ),假设 R (m, f ) = (m, f (m ) ). 如果 lim
m
lim
n
S (m, n ) � s,则网 S �R收敛于 s.

( 4) 如果网 S收敛于 s, 则 S的每个子网也收敛于 s.

如果 �是 X上一个拓扑, 则命题 ( 5)成立.

( 5) 对任意的 a, b � X, 如果 X \A 中的每个网都不收敛于 a, X \B 中的每个网都不收敛于 b, 则

X \ (A&B ) 中的每个网都不收敛于 { a }& { b }.

证明 � (1)、(2)、( 3)和 ( 4)的证明相似于 [ 5]中相应结果的证明. 由推论 1, 我们可得X \X \ (A&B )

� (X \X \A )& (X \X \B ), 这正说明了 (5)的成立.

定义 6� 设X为一个非空集合, (2
X
,& )是一个预环, 我们称 C为 (X,& )上的一个收敛类,如果它满足

以下条件:

( a) 如果 S是一个值为 s的常值网, 则 S为 ( C)收敛于 s.

( b) 对任意的 a, b� X, 如果X \A中的每个网都不 ( C)收敛于 a, X \B的每个网都不 ( C)收敛于 b, 则

X \ (A&B )的每个网都不 ( C)收敛于 { a}& { b }.

( c) 如果网 S不 (C )收敛于 s, 则存在 S的一个子网, 它的任何子网都不 (C )收敛于 s.

( d) 设 D为一个定向集, 对 D中的每个 m, Em为定向集, F为乘积 D � � { Em: m � D },对 F中每个

(m, f ),假设 R (m, f ) = (m, f (m ) ). 如果 lim
m
lim
n
S (m, n ) � s( C),则网 S �R满足 ( C) 收敛于 s.

( e) 如果网 S为 (C )收敛于 s, 则 S的每个子网都收敛于 s.

我们将说明每个收敛类其实可以由一个 s-量子拓扑所决定.对任意子集A � X, 用A
c
记所有满足下面

条件的点 s构成的集合:存在 A中的网 S, S是 (C )收敛于 s的.

定理 4� 设X为一个非空集合, (2
X
, & )是一个预环, C是 (X,& )中的一个收敛类. 则

c
是 (X, & )的闭

包算子并且 (S, s) � C当且仅当 S相对于由
c
决定的 s-量子拓扑收敛于 s.

证明 � 首先我们说明 c
是一个闭包算子. 因为网是定义在一个定向集上的函数,因为定向集非空, 所

以 �c = �. 设 A为 X的任意子集, s � A,由关于常值网的条件 ( a)知道存在 A中一个网 S是 (C )收敛于 s

的, 因 此 A � A
c
. A � B 蕴涵 A

c � B
c
是 显然 的. 由 条 件 ( b) 有 X \ (X \ (A&B ) )

c �
(X \ (X \A )

c
)& (X \ (X \B )

c
). 最后我们证明A

cc
= A

c
, 条件 ( d)正说明了这个结论. 如果 {Tm: m � D }是A

c

中的一个网并且 (C )收敛于 t, 则对任意的 m � D,存在一个定向集 Em和一个 (C )收敛于 Tm 的网 { S (m,

n ): n � Em }.条件 ( d) 说明一个网 (C ) 收敛于 t,则 t � A
c
. 故 A

cc
= A

c
.

剩下的是证明 ( C)收敛与在由算子
c
确定的 s-量子拓扑下收敛是一致的. 首先, 假设 {Sn: n � D } 是

( C) 收敛于 s并且 {Sn: n � D }关于 s-量子拓扑 �不收敛于 s. 则存在 s的开邻域 U使得 {Sn: n � D }不能

最终在 U中. 因此存在 D的共尾子集 E使得对任意的 n � E, Sn � X \U. 因为 {Sn: n � E }是 { Sn: n � D }

的一个子网,由条件 ( e),这个子网在X \U中 (C )收敛于 s. 因此X \U � (X \U)
c
, 并且 U关于 �不是开集.

这是一个矛盾.

最后, 假设网 P关于 s-量子拓扑 �收敛于点 r,但却不 (C )收敛于点 r. 则由条件 ( c) , 存在一个子网

{Tm: m � D }, 它的任何子网都不 ( C)收敛于 r, 如果我们构造它的一个 ( C)收敛于 r的子网, 则矛盾,从而

假设不成立. 对于任意的 m � D, 设 Bm = { n: n � D,其中 n � m }. 而且设 Am 是由 n � Bm 的所有 T n构

成的集. 因为 {Tm: m � D }关于 �收敛于 r, 所以 r必定在每个 Am的闭包中. 由此可得, 对每个 m � D,存

在一个定向集 Em 及 Bm中的网 {U(m, n ): n � Em }使得网 {T �U(m, n ): n � Em }是 (C )收敛于 r.下面用

关于收敛类的条件 ( d). 如果对任意的 (m, f ) � D �� {Em: m � D }, R (m, f ) = (m, f (m ) ), 则 T �U

(下转第 20页 )
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�R是 (C )收敛于 r的. 进而, 如果 p � m,则 U �R (p, f ) = U( p, f (p ) ) � Bm; 即 U �R ( p, f ) � m. 这

可以直接推出 T �U �R是 T的一个子网, 从而定理成立.

推论 2� 设 C是 (X, & )中的一个收敛类. 由 C确定的 X 的 s-量子拓扑是 X上的拓扑.
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