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[摘要 ] � 讨论了一类拟线性椭圆型方程

- � p u = f ( x, u) 在 RN 中,

其中 f( x, u )是局部H � lder连续函数 .通过对 f ( x, u )建立适当的条件讨论了方程基态解的存在性,并且非线性项

f( x, u )当 u � 0+ 时可能出现奇异.
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Abstract: This paper proves the ex istence o f a ground state solution for the quasilinear ellip tic equation -� p u = f( x, u )

on RN under suitable conditions on a loca llyH�lde r con tinuous non linear ity f ( x, u). The non- linearitym ay exh ib it a sin-

gu larity as u� 0+ .
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� � 本文讨论了方程

- � pu = f ( x, u )在 R
N
,

u > 0在 R
N
,

u( x ) � 0,当 | x | � �

( 1)

解的存在性,其中 1 < p < N, � pu = d iv( | � u |
p- 2 � u)是 p -拉普拉斯算子, f: R

N � (0, � ) � [ 0, � )

是局部 H �lder连续函数,并且在 u = 0可能出现奇异.

此类问题出现在非牛顿流
[ 1, 2]
和非牛顿渗流

[ 3]
等流体理论的研究中,数量 p代表介质的特性.当 p >

2时,称为膨胀流;当 p < 2时,称为伪塑流;当 p = 2时, 称为牛顿流.当 p � 2时,问题就变得更复杂, 因为

p = 2时某些好的性质不再适用或者很难证明, p = 2和 p � 2的不同点可以参考 [ 4-6, 7, 8] .

当 p = 2时, R
N
被有界光滑域 �且边界为 D irich le t边界条件所替代的这种问题已被广泛研究过. 最

近对基态解的研究引起了很多关注,得到了许多存在性的结果
[ 9-19]

. 然而在大部分文献中, 重点研究的是

非线性项分离的情形, 形如 f ( x, u ) = b ( x ) g ( u). 在文献 [ 20] 中, Lazer和 M ckenna研究了 f ( x, u ) =

b( x ) u
- �
, 其中 b � C

�
( �� ), 在 ��, b > 0,证明了对任意的 �> 0,古典解 u � C

2
( � ) � C ( �� )的存在性,继

而研究了 u � W
1, 2
0 ( � ) 当且仅当 � < 3,这个问题在文献 [ 21]中并有进一步的研究.

最近, D rago s-Patru Cove i在文献 [ 22] 考虑了问题
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- � pu = b (x )g ( u )在 R
N
,

u > 0在 R
N
,

u( x ) � 0,当 | x | � � ,

( 2)

其中 b: R
N � (0, � )满足:

[ B - 1] b > 0是 R
N
上 H�lder连续函数.

[ B - 2] � ( r ) = m ax| x | = r b (x ),

0 < �
�

1
r
1 /( p- 1)

�
1 /(p- 1 )

( r) dr < � , � 1 < p � 2,

0 < �
�

1
r
(p- 2)N+ 1

p- 1 � ( r) dr < � , � 2� p < � .

g: ( 0, � ) � ( 0, � )是 ( 0, � )上局部利普希茨连续函数,并且满足:

[ G - 1] u g ( u ) /u
p- 1
在 ( 0, � ) 单调递减.

[ G - 2] lim
u� 0

g ( u)

u
p- 1 = + � , lim

u� �

g ( u)

u
p- 1 = 0.

作者证明了问题 (2)的存在性和渐近行为.

受以上结果的启发, 本文利用文献 [ 22, 23]的方法把存在性的结果推广到拟线性问题 (1) 中, 其中 f

不一定是分离的.

1� 主要结果

引理 1� 如果 b满足 [ B - 1] , [ B - 2] , g满足 [G - 1] , [ G - 2],则存在 v � C
1, �
loc (R

N
)使得 - � p v (x )

� b( x ) g ( v( x ) ), v > 0,且当 | x |� � 时 v( x ) � 0.

证明 � 首先我们构造一个正的径向对称函数w,使得 - � pw = � ( r) ( r = | x | ),并且 lim
r� �

w ( r) = 0.

通过直接计算可得

w ( r) = K - �
r

0
[ �

1-N �
�

0
�
N- 1
� ( �) d�]

1/ (p- 1)
d�,

其中

K = �
�

0
[ �

1-N �
�

0
�
N- 1
� ( �) d�]

1 /( p- 1)
d�.

下面证明条件 [ B - 2] 可以推出 K是有限的.

情形 1� 1 < p � 2,所以 1 � 1

p - 1
< � ,由 H ardy不等式, 我们有

�
+�

0
[ �

1-N �
�

0
�
N- 1
� ( �) d�]

1 /( p- 1)
d�= �

+ �

0
�
- (N- 1)

p- 1 [ �
�

0
�
N- 1
� ( r) d� ]

1
p- 1 d��

1

p - 1
N - p

p - 1

- 1 1 /( p- 1)

�
+ �

0
�
- (N - 1)

p- 1 ( ��
N- 1
� (�) )

1
p- 1 d�= 1

N - p

1
p- 1

�
+ �

0
�

1
p- 1�

1
p- 1 ( �) d�< � .

情形 2� 2 < p < � ,有 0 <
1

p - 1
< 1.

令

�
�

0
�
N- 1
� (�) d�� 1, � �> 0,

或者

�
�

0
�
N- 1
� (�) d�> 1, � �> 0.

第一种情况:

[ �
�

0
�
N- 1
� (�) d�]

1
p- 1 � 1,

所以
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�
r

0
�

1- N
p- 1 [ �

�

0
�
N- 1
� (�) d�]

1
p- 1 d�� �

r

0
�

1-N
p- 1 d�=

p - 1
p - N

r
p-N
p- 1. � (p < N )

第二种情况:

[ �
�

0
�
N- 1
� ( �) d�]

1
p- 1 � �

�

0
�
N- 1
� (�) d�,

当 �� 0, 有

�
r

0
�

1-N
p- 1 [ �

�

0
�
N- 1
� ( �) d�]

1
p- 1 d�� �

r

0
�

1-N
p- 1 �

�

0
�
N- 1
� ( �) d�d�,

分部积分得

�
r

0
�

1-N
p- 1 �

�

0
�
N- 1
� (�) d�d�= p - 1

N - p
( �

r

0
�
(p- 2)N + 1

p- 1 � (�)d�- r
p-N
p- 1 �

r

0
�
N- 1
� ( �) d�) < � .

其次考虑函数 g ( y ) = ( �g ( y ) + 1)
1 / (p- 1)

, y > 0,其中 �g (y ) = y
p
/�

y

0

t
p- 1

g ( t)
dt .

[ g - 1] g ( y ) � g
1 /( p- 1)

( y ), y g ( y ) /y
p- 1
在 (0, � ) 上单调递减.

[ g - 2] l im
y� 0

g (y ) /y = � , l im
y� �

g ( y ) /y = 0.

假设 v是一个正函数,使得 w ( r ) =
1

c �
v ( r)

0
t
p- 1

/g ( t) dt,其中 c是正常数使得 K c � �
c1 /( p- 1)

0
t
p- 1

/g ( t) dt.

下面证明可以找到这样的 c > 0满足这个性质.由假设条件 [ g- 2]得 lim
x� � �

x

0
t
p- 1

g ( t )dt = + � ,运用洛必达

法则可得

lim
x� �

1

x
p- 1 �

x

0

t
p- 1

g ( t)
dt = lim

x � �

x

( p - 1) g ( x )
= + � .

从而推出存在 x1 > 0,对所有的 x � x 1,使得 �
x

0
t
p- 1

/g ( y ) dt � Kx
p- 1
成立, 从而得到对任意的 c � x1,有

K c � �
c1 / (p- 1)

0

t
p- 1

g ( t)
dt .

由 w是一个单调递减函数, 可得 v也是一个单调递减函数. 则对所有的 r > 0有

�
v ( r )

0

t
p-1

g ( t)
dt � �

v ( 0 )

0

t
p- 1

g ( t )
dt = cw ( 0) = cK � �

c1 / (p- 1)

0

t
p- 1

g ( t)
dt ,

v ( r) � c
1 / (p- 1)

.由 lim
r� +�

w ( r ) = 0,可得 lim
r� + �

v ( r) = 0.由 v的选择, 可得

� pw =
1

c
p- 1

v
p- 1

g ( v)

p- 1

� p v + ( p - 1)
1

c
p- 1 | � v |

p v
p-1

g( v)

p- 2
v
p- 1

g ( v)
�, ( 3)

y � g ( y ) /y
p- 1
在 ( 0, � )是单调递减函数,由 ( 3) 式推得

� p v � c
p- 1 g ( v )

v
p- 1

p- 1

� pw = - c
p- 1 g ( v)

v
p- 1

p- 1

� ( r) � - g ( v) � ( r ) � - g ( v) b( x ) .

从而完成了这个引理的证明.

为了证明主要结果,考虑以下 D irch le t问题

- � pw = b (x )在 �,

w > 0在 �,

w ( x ) = 0在 ��,

( 4)

其中 � � R
N
是有界光滑域.

引理 2� 令 � � R
N
是有界光滑域, f满足下面条件:

[ F - 1]对几乎处处 x � �,函数 u � f (x, u )在 [ 0, � )上是非负连续函数且函数 u � f (x, u ) /u
p- 1
在

( 0, � ) 上是单调递减的;

[ F - 2] 对任意 u � 0,函数 x � f ( x, u ) � L
�
( � );

[ F - 3] 对几乎处处 x � �和任意 u � 0,存在 C > 0,使得 f ( x, u ) � C ( u
p- 1

+ 1);
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[ F - 4] l im
u� 0

f ( x, u )

u
p- 1 = + � , lim

u� �

f (x, u )

u
p- 1 = 0;

[ F - 5] 对任意 ( x, s) � R
N � ( 0, � ),有 f (x, s) � b (x )g ( s),

则问题

- � p u( x ) = f( x, u )在 �,

u (x ) = 0在 ��
( 5)

有一个正解 u � C
1, �

(� ).

证明 � 令 w � ( r ) =
1

c �
v� ( r)

0
t
p- 1

/g ( t) dt如引理 1所定义,则在 ��上 v� = 0.由引理 1,可得

- � p v� (x ) � b (x )g ( v� ( x ) ), x � � .
由条件 [ F - 5] ,有

- � p v� ( x ) � f ( x, v� ) , ( 6)

显然, u = 0满足

- � pu ( x ) � f ( x, u ) . ( 7)

由文献 [ 24] 的结果,问题 (5) 有惟一正解,由弱解的内部正则性,可推出 u( x ) � C
1, �

( � ).

根据 ( 6)和 ( 7) 式,可得 0 < u� (x ) � v� ( x ).

下面我们给出主要的定理.

定理 1� 如果 f满足 [ F - 1]、[ F - 2]、[ F- 3]、[ F - 4]、[ F - 5] , b满足 [ B - 1]、[ B - 2] , g满足

[ G - 1]、[ G - 2] , 则问题 ( 1) 有一个解 u � C
1, �
loc (R

N
).

证明 � 对每个正整数K,令 BK = B (0, K )是以原点为圆心 K为半径的球.由引理 2, 对每个正整数K,

可令 uK � C
1, �

(BK ) 是方程

- � p u( x ) = f( x, u )在 BK ,

u( x ) = 0在 �BK

( 8)

的一个解,则在 BK 上有 0 < uK � vK, 其中 vK 是按引理 2中相对应球 BK 定义的.对所有的K � 1,在 BK 上

有 v � vK ,于是对所有的 x � ��和所有的 K,

0 < uK � v( x ). ( 9)

由常规方法
[ 22]

,我们得出 {uK }
�
1有一个子序列一致收敛到 C (�� )上的函数. 由对角线法得 { uK } 有一个子

序列在 R
N
有界区域中一致收敛到 u � C

1, �
loc (R

N
), 于是 u是方程 (1)的解. 由 0 < u � v, 可得 当 | x | �

� 时, 有 u (x ) � 0.
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